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Abstract. We study the action of irreducible dérivations x on some Hilbert's quasi- 
regular algebras QRH of germs at 0, of real analytic functions on {U, 0), where U 
is some semi-algebraic open set. We show that thèse algebras are x-finite or locally 
X-finite: the degree of the projection tt^ restricted to fibers of QRH, is Gnite and 
the differential ideals are noetherian or locally noetherian. Moreover, thèse algebras 
satisfy to the double inclusion: for every germ f, there exist an algebraic multiplicity 
ma^{f) such that, modulo some algebraic factor which vanishs only on the germ of 
the boundary {dU, 0), and dépends only on ma, the differential idéal of f coïncides 
with the saturation of his transverse idéal. In last, we give an application to the 
generalised Hilbert's 16th problem about limit cycles: there is no accumulation of 
limit cycles on hyperbolic polycycles in compact analytic familles of vector Gelds on 
the sphère . This is a highly non trivial resuit, it includes the case of a polycycle 
that is an accumulation of cycles. 



Introduction 



Le problme de Dulac ([E], [I]), dit que tout champ de vecteurs analytique 
sur la sphre relie a un nombre fini de cycles limites, autrement dit il n'y a pas 
accumulation de cycles limites sur les polycycles. Le 16me problme d'Hilbert 
algbrique ([Hi]), demande d'tablir une majoration de ce nombre en fonction du 
degr pour les champs de vecteurs algbriques du plan rel. Plus gnralement ([Roi]), 
il s'agit de montrer qu'il n'y a pas accumulation de cycles limites sur les ensembles 
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limites priodiques, dans les familles compactes de champs de vecteurs analytiques 
sur S^: c'est le problme d'Hilbert analytique. Soit Tk un polycycle hyper- 
bolique et monodromique rel, k singularits, tangent à un champ de vecteurs 
analytique réel Xq défini sur un voisinage Uq de T/.. On suppose, uniquement pour 

simplifier la prscntation, que le rapport des valeurs propres en chaque singularit de 
r^; est gai —1. Dans la section IVC, on montre le thormc fondamental 

Thorme 0. Soit X^, un dploiement analytique de Xq q paramtres. Alors il existe 
des entiers N et L et des voisinages Tk CU C Uq etVG (K'^, 0) tels que 

(i) pour tout V ÇiV , le nombre de cycles limites de X^ dans U est major par 
N, 

(ii) la multipliait de chacun de ces cycles limites est majore par L. 

Plusieurs travaux, sur des cas gnriques, ont t tablis par moi mmc ([M]), ou par 
Il'yashenko, Yakovenkoet Kaloshin ([I-Y2], [Ka]), o les singularits scmi-hypcrboliques§ 
sont aussi considres. La dmarche adopte dans ces travaux consiste, d'abord en une 
prparation gnriquc des singularits (dans une classe de diffrentiabilit sufiisament 
grande), suivie d'une application de la procdurc d'iimi- 

nation de Khovanski ([Kl]). Dans [M], les conditions gnriques sont algbriqucmcnt 
contrôles tout au long de cette procdure. Cependant, dans [I-Y2], il semble trs diffi- 
cile de relier les conditions gnriques de cette procdure celles, gomtriques provenant 
du polycycle. 

Dans le cas gnral du thorme 0, et en vue de couvrir les cas les plus dgnrs, 
l'approche mise en oeuvre peut se rsumcr ainsi: on prparc localement (dans une 
subdivision finie), l'application de retour p^, du polycycle perturb. Dans cette 
prparation, les proprits de finitude de Pi, (le nombre de ses points fixes et leur 
multiplicit), sont donnes par celles d'im certain jet fini qui est un fewnomial [Kl]. 
La thorie de Khovanski s'applique aisment ces jets. 

Voici les ides de base de cette approche: soient (x, a) des coordonnes analytiques 
locales sur ((M+*)'= x M«,0), et soit B/, = {11^=1 a^j = 0}. Soit B D R{x,a} un 
anneau local de germes de fonctions analytiques sur ((1R+*)*' x ]R*,0), continues 
sur (_Bfe,0). Soit x un germe en de champs de vecteurs composantes dans B. 
On s'intresse aux drivations qui induisent une action infinitsimale sur B, et plus 
particulirement celles qui satisfont aux conditions suivantes: x(B) C B, Sing{x) C 
(i3fe,0) et {Bk,0) est invariant par le flot Lpy^ (cf. partie IB). Le but est d'tudier les 
proprits de finitude topologiques et algbriques des Iments de l'algbre B relativement 
la distribution induite par la drivation x dans ((R+*)'^ x ^^,0). 

Les concepts suivants sont dvelopps dans la partie IB. Soit U G ((IR+*)'^ x M'^, 0) 
un ouvert sur lequel est ralise la drivation x- Soit fx,u le flot de x dans U, et soit 
T^x,u '-11^11 = U/(px,u la projection intgrale le long des orbites de x dans U. 
Un germe f G B est dit x-rgulier s'il existe un tel ouvert U tel que le degr de tt-^^jj 
restreinte aux fibres de / soit fini. Il est dit x-fini s'il est x-rgulier et si son idal 
diffrentiel I^j- est noethrien dans une extension toile de B. Il est dit localement 
X-fini s'il est x-rgulier et s'il existe une subdivision finie (Ui) de U, invariante par 
X, telle que chaque idal restriction IxJ\Ui soit noethrien dans une extension toile 
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de l'anneau restriction B^u^. Une sous-algbre ou une sous-classe de S est dite x- 

finic (resp. localement x-finie) si chacun de ses Iments est X"fin.i (resp. localement 
X-fini). Un rsultat majeur de la partie IB est 

Lemme de finitude IBl. Soit M. Vidal maximal de B et soit M.q C M un idal 
stable par x- Soit B' G B une sous-algbre x-finie et stable par x- Alors la classe 
Cmo,B' = {f &9 + MoIx,g; 9 e B'} est x-finie. 

Dans ce cas, on dit que f est x-q^iivalente g et plus gnralement, on parle d'algbres 
ou de classes x-quivalentes. Ce lemme donne une ide du type de prparation que 
l'on souhaite tablir. Dérivons brivement les outils pour atteindre cet objectif. Si 
7 C ?7 est une orbite de Xi le lemme d'isomorphie IB4 dit que les fibres du fais- 
ceau difïrentiel I^^j^i] sont isomorphes dans les anneaux analytiques locaux 
correspondants. D'o l'existence d'un unique idal transverse Jx /-7 dans un anneau 
analytique K{/3} dont les coordonnes (3 sont des intgrales premires de x It; long de 7. 
De plus, le lemme de saturation IBS permet de reconstruire chaque fibre du faisc:eau 
diffrentiel partir de cet idal transverse: pour tout m G 7, Ixj{m) = tt*^ ( j,-y). 
La question naturelle qui se pose alors est: si 7 adhre 0, quel est le lien entre la 
fibre diffrentiel en et le satur de cet idal transverse? Il est clair que ce lien est 
d'autant plus fort que l'orbite 7 est principale dans U, i.c le satur de toute transver- 
sale analytique 7 est un voisinage de dans U. L'idal I{{Bk,0)) est principal de 
gnrateur = 11^=1 ■ Alors, ce lien s'exprime en gnral par une double inclusion 
qui relaxe l'galit le long de 7, et qui s'inspire du Nullstellensatz d'Hilbert 

(*) r)<(^x,/,7) C /xJ C 7r*(Jx,/,^) 

Le plus petit de ces entiers n est la multiplicit mx{f) de / relativement x- Si 

l'anneau B possde une structure asymptotique, il se trouve que cette multiplicit est 
intimement lie la multiplicit algbrique max{f) qui est l'indice de stationnarit d'une 
suite croissante d'idaux transverses, qui converge vers JxJ,i- Ainsi, en tudiant 
l'action de x sur les jets finis de /, et en utilisant la double inclusion (*), on montre 
que / est x-Quivalente son jet d'ordre ma^if) (cf. sections II, III, IV). Le lemme 
de finitude ci-dessus donnera les proprits de finitude voulues. 

La projection tt^ est unidimensionnelle. On peut gnraliser cette approche du 
bord (_Bfe,0), en considrant des projections p-dimensionnelles le long, par exemple 
des feuilles d'un feuilletage de dimension p. 

Le germe de l'application de Dulac, et de ses dploiements, appartiennent cer- 
taines algbres QRH^'- dcrites dans la partie lA. L'algbre QRH''' {x, .) C B est 
constitue des germes qui sont quasi-analytiques dans les coordonnes x 

QRH n {r\nmMl) = {0} 

[J\4x — {xi,... ,Xk) C B); et qui possdent une structure asymptotique Imen- 
taire dans les coordonnes x: ces ingrdients sont des fonctions Imentaires d'Ecalle- 
Khovanski. Soit x G une drivation d'Hilbert ralise sur un ouvert Uk G 

((R+*)*= X M«,0), de dimension de non trivialit k - 1 (cf. partie IVA). Elle ad- 
met une action sur l'algbre QRTï'^'' et elle possde une orbite principale 7 incluse 
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dans Uk- Dans la partie IVC, on montre le thorme gnral suivant, dont le thorme 
est une consquence immdiate 

Thorme IVC 1. L'algbre QRTï'^'' est localement x- finie et satisfait localement la 
double inclusion (*). 

La drivation % n'est pas rduite. Il existe une dsingularisation (tt^, A^fe) entirement 
dcritc pas les algbrcs QRH'''' (cf. partie IVA), et dans laquelle les singularits rduites 
de X sont de la forme 

pour £ = 0, ... ,fc — 1. Le thorme IVCl est donc une consquence de l'tude de 
l'action des drivations rduites xe. sur les algbrcs QRliP' {p. p', .), avec p < k. Or, 
une drivation Xii ralisc sur un ouvert Up, admet une orbite principale incluse dans 
Up si et seulement si p = 1. Dans ce cas, on montre les rsultats principaux suivants 
dans les sections II et III 

Thorme principal III. L'algbre QR'H^' {p, .) est xo-finie et satisfait la double 
inclusion. 

Ce thorme, de dmonstration simple et basique est une introduction aux autres 
thormes. Notons QRHlyg la restriction d'un anneau analytique IR{.} au graphe 
des fonctions Imentaires de l'algbre QRH}'- correspondante. Sa Xf-finitude est une 
consquence simple de rsultats de gomtrie analytique classique et de la thorie de 
Khovanski-Tougeron ([Kl], [T]). 

Thorme principal III Al. Pour tout l, l'algbre QRH^ijg satisfait la double in- 
clusion relativement xe- 

Thorme principal IIIBl. Pour tout£, l'algbre QRTï^'' est localement xe- finie et 
satisfait localement la double inclusion. 

Si p > 1, la drivation xe admet une orbite principale 7p incluse dans le bord Bp-. 
le satur dans Up de toute semi-transversale analytique ■jp est un voisinage de 
dans Up. Les fibres diffrentic;lles le long de 7p ne sont pas forcmcnt isomorphes et il 
n'existe pas forcment d'idal transverse. Plus gnralement, deux questions se posent 
concernant les anneaux QRT-C' -. sont-ils noethriens? et leurs semi-analytiques 
sont-ils induits par une structure o-minimale au dessus de M? 

La preuve du thorme IVCl s'appuie sur les trois thormes principaux ci-dessus, et 
sur 6 lemmes de base (cf. partie IB). Soit Vk le diviseur exceptionnel du morphisme 
{wkjAfk) de dsingularisation de x (cf- IVA). Soit / G QRT-^'' et soient / et x les 
relevs de / et x par i^k- H s'agit de montrer que le faisceau I~ j[Dk] est localement 
X-fini. La drivation x admet une unique singularit Uq sur Vk- Soit 71 C 'Dk une 
orbite de x et soit ai = 7^ D dVk. Par compacit de Vk, il suffit de montrer que le 
faisceau I~ j[ao7iai] est localement x-fini. 
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L'orbite 70 = tt^ (7) est principale dans un voisinage J7i,ao '^^ ^o- Le rsultat en 
ao est donc une consquence du thorme principal IIIBl. En tout point a G 71, un 
reprsentant du germe (71, a) est principal dans un voisinage Ui^a de a; cependant 
il est inclus dans le bord de J7i,a- Grce au lemme de cohrence IBS, les rsultats du 
thorme principal IIIBl en ag se gcrmificnt en tout point a G 71 suffisamcnt proche 
de ao: le germe en a de / est x-Quivalent un Iment ga d'une algbre convergente 
QRH^^g, qui elle, satisfait au thorme principal IIIAl. Or, comme /, ce germe se 
prolonge au dessus de 71 en une fonction g dont tous les germes appartiennent 
une algbre convergente. Le lemme d'isomorphie s'applique aux faisceaux de cette 
algbre le long d'orbites incluses dans le bord. Un recollement des idaux de g et de 
/ donne le rsultat au dessus de 71. En ai, on utilise un argument de rcurrence sur 
la dimension de non trivialit de la drivation d'Hilbert (cf. lemmes de rcurrence, 
parties IVB et JVC). Sa preuve est elle mme construite autour des 6 lemmes de 
base et des 3 thormes principaux 

L'application de Dulac de chaque singularit de X,j est induite par un Iment d'une 
algbre QR'}i}^^ (cf. appendice VA). Les cycles limites de X,^ correspondent aux 
intesections isoles des orbites d'une drivation d'Hilbert x '= STY^ et des fibres d'un 
germe / G QRH''''. Le thorme est alors une consquence simple du thorme IVCl: 
la proprit (i) est quivalente la x-rgularit de /, et la proprit (m) est une consquence 
de la noethrianit ou la locale nocthrianit de l'idal diffrentiel IxJ- Cette approche 
algbrique et gomtrique est appliquable tout ensemble limite priodique. Comme 
dans le problme de Dulac, la seule difhcult rside dans la complexit des structures 
asymptotiques des meilleures algbres et drivations d'Hilbert correspondantes. 

L'article est compos de 4 sections I,...,IV et un appendice V. Chaque section est 
subdivise en parties A, B,... et chaque partie est subdivise en paragraphes 1, 2,... 

Remerciements. Je remercie vivement mes coUgues A. Jebrane, P. Mardesic, 
R. Moussu, M. Pelletier, C. Rousseau et D. Schlomiuk, pour leur soutien durant 
ce pnible travail. Je tiens remercier particulirement R. Roussarie, qui a apport 
d'normes amliorations certains rsultats de ce travail. 

I. Dfinitions et Iments de base. 

A. Dfinitions des algbres. 
§1. L'algbre A^'^. 

Soit (a;, a) = {xi, - ■ ■ , Xp, ai, • • • , Uq) des coordonnées sur MF x M^. 

Dfinition lAl. On note AP''^{x, a) (ou simplement A^'"^) l'algèbre réelle locale des 
germes analytiques réels de ((M+*)p,0) x (M'î,0) qui sont continus sur le germe en 
du bord Bp = {xi x ■ ■ ■ x Xp = 0} . 

Sauf mention contraire, toutes les algèbres de rfrence considérées dans la suite 
sont des sous-algèbres locales de A^''^ qui contiennent l'algbre analytique M.{x, a}. 
Ces algbres AP''' ne sont pas stables par les drivations les plus Imentaires: / = 
a;sin(l/a;) G A^'^ mais xdf/dx ^ A^'^. Dans le problme d'Hilbert, ces algbres 
serviront uniquement d'espaces d'intgrales premires pour les drivations considres 
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(voir sections III et IV). 



§2. L'algbre SB^''' des germes sectoriellement borns. 



Soit e 



{Oi,--- 



,9p) e]0,7r/2[î' et Se le polysecteur 



(1) 



|argK)| < ôj} 



Soit {Sg, oo) le germe de S$ à l'infini. 

Pour simplifier la prscntation dans toute la suite, nous noterons souvent pareille- 
ment les germes, leurs reprsentants et les relevs de germes de fonctions dans la carte 
w = — log(a;). 

Dfinition IA2. Les éléments de l'algèbre SBP''^{x, a) C A^''^{x, a) sont les germes 
f qui admettent, pour tout 9 G]0,7r/2p, un prolongement holomorphe et borné sur 
{Se,oo) X (^,0) dans la carte w — [wj = — \og{xj))j^i^...,p. 

Ces algèbres SB^ '^ sont le lieu naturel oii vivent les germes d'applications de Du- 
lac des déploiements holomorphes d'équations différentielles du 1°' ordre, y compris 
dans le domaine de Poincarc (voir appendice A). Ce sont les anneaux de rfrcnces 
dans le problme d'Hilbert (voir sections II, III et IV). Leur intrt premier rside 
dans leur structure holomorphe produit. Notons également SBq''^ la sous-algcbrc 
de S BP''' des germes qui, pour tout 9, tendent vers quand w ^ oo dans {Sg, oc), 
uniformément en a. Contrairement à l'algbre A^'"^, les algèbres SB^''^ et SBq'"^ 
sont stables par les dérivations naturelles Xj = xjd/dxj ~ —d/dwj (consquence 
immdiate des formules de Cauchy dans les secteurs S$). Cependant, elles ne sont 
pas quasi-analytiques (voir ci-dessous). 

§3. Algbres quasi-analytiques QA^''^. 

Soit P+ ^ {w = u + iv e C; u > 0}. Soient uq > 0, C > et > 1. Les 
domaines de P"*" de type puissance sont les domaines de la forme 

%uis{uo,C,K) = {w G P+; u > uo, \v\ < Cu^} 
Les domaines de P+ de type exponentiel sont les domaines de la forme 



Ces domaines sont stables par addition (opration qui correspond une multiplication 
dans la coordonne x = — \ogw). 

Dfinition IA3. Les domaines standards d'Ecalle-Il'yashenko sont les ouverts Cl de 
P+ qui contiennent un domaine de type puissance. On note £T l'ensemble de tels 
domaines. 

En particulier les domaines de type puissance et les domaines de type expo- 
nentiel, sont des domaines standards. Une intersection finie et une union finie de 
domaines standards est encore un domaine standard. Soit fl G £2, si i G C est 
tel que t + Q soit inclus dans l'intrieur de P+, alors t + fl € £1, et si t > 0, 



^cxp{uo, C, K) = {w e P+; u> Uo, \v\ < C{cxp{u/K) - 1)} 
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alors tO, G £1 (la translation w t + w correspond une homothtie x ax, et 
rhomothtie w ^ tw correspond une ramification a; i— > a;*). 

Les domaines de type puissance et les domaines de type exponenicl sont bi- 
holomorphiquement conjugus un ouvert contenant i-""*", par un difFomorphisme 
strictement rel et qui est quivalent l'identit l'infini 

"^--("^ = " - CV^cos(./2j^) "''" - 

(t)exp{w) ^ w - K\og(w) -Uq Uo>Q 

Ecalle [E] et Il'yashenko [I] ont exhibé, pour l'application de Dulac d'un col 
hyperbolique rel, un type de tels domaines: exponentiel pour le premier (et ceci est 
optimal pour les cols hyperboliques analytiquement normalisables: voir appendice 
VA), et polynomial pour le deuxième [K = 2). 

L'application de Dulac d'une quation diffrentielle dans le domaine de Poincar 
n'est pas borne sur un domaine de £1 (voir appendice VA). Ceci motive la 

Dfinition IA4. L'algèbre QAP''^{x,a) C SBP''i{x,a) est l'ensemble des germes 
/ = ^ fnCe" dont les coefficients /„ admettent un prolongement holom,orphe et bom 
sur un mme domaine f2 € £1^ dans les coordonnes w = {wj = — log{xj))j^i^,,, ,p. 

Ces algbres sont quasi- analytiques au sens suivant: soit Aix = {xi,. . . ,Xp) l'idal 
de SBP''> engendr par les fonctions coordonnes xj, alors 

(2) QAP'^ n (n„MS) = {0} 

Pour p = 1 et g = 0, ce rsultat a t dmontr par Il'yashenko dans [I], par une double 
application du principe de Phragmen-Lindelof dans ([Ru, p.244]), en utilisant 
le difïomorphisme (l>puis- Dans le cas gnral, notons Mx,o l'idal de SBP'^{x) engendr 
par les fonctions coordonnes Xj-, si / = J^k fk'^^ ■= Q^^'Tl (n„Al"), alors pour tout 
multi- indice k: fk € (5^^'°n(n„A^2 g) (P^''^ ™^ simple identification des coefficients 
des sries en a). Donc pour p = 1, on obtient encore l'galit (2). Supposons p > 1 
et considrons la restriction de fk un voisinage de la diagonale de (M"'"*)^: soit 
l'application g : {y, /3) G M+* xM^-i ^x = g{y, (3) = [y, y(l+/3i), . . . , y(l+/3p_i)). 
Soit U e ((]R+*)^,0) sur lequel est ralise fk (il est indpendant de k), et soit V G 
{R+* X RP-^O) tel que g{V) C U. Soit Fk le germe en de fk o g\v, c'est un 
Iment de l'anneau SB^'P~^{y, /3) (car le germe l'infini du translat complexe de tout 
secteur 5^ est inclus dans le germe l'infini d'un secteur 3$'). Soit A4y l'idal de 
SB^'P~^ engendr par la coordonne y, par la stabilit des domaines standards par 
intersection finie et par translation, on a -Ffe G QA^'P~^ n (n„A^^) (on a mme que 
Fk G QA^'°{y){f3}, la srie tant convergente sur un produit Clo x W o Qq est un 
domaine standard et W est un voisinage de dans C^^^). Le germe Fh est donc 
identiquement nul, et il en est de mme pour fk et pour /. 

Ces algèbres sont stables par les dérivations Xj (pa-r les formules de Cauchy 
dans les coordonnes Wj dans les translats 1 + flj). Leur localit est un problme 
ouvert. Elles sont strictement incluses dans les algbres SB^''': en effet, le germe 
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f{x) = a;i°g(-i°s(^) e SB^'°{x) n (CinM^) (pour cela, il suffit de voir que pour tout 
n s N, le relev fn{w) = exp(— w(log(u') — n)) est born sur tout germe (Sg, oo) avec 
9 G]0,7r/2[). Cependant, si p > 0, la topologie de KruU de l'anneau QAP''^ (induite 
par celle de l'anneau SB^''') n'est pas spare (pour tout s > 0, a;f G ^A, o M. est l'idal 
maximal de SB^'''). Et les idaux les plus simples des anneaux QA'P''' ne sont pas 
noethriens (ni dans l'anneau QAP '^ ni mme dans son extension A^'"^): tel est le cas 
par exemple des idaux engendrs par les fonctions Imentaires /„ = a;(loga;)" ou 
gn = x^/". Ainsi, une structure asymptotique dans un nombre fini de fonctions 
Imentaires est souhaitable. 

§4. Algbres quasi-rgulires d'Hilbert QRW^'^. 

La dernière condition de régularité qu'on impose sur les germes étudiés est 
l'existence d'une structure asymptotique Imentaire dans les variables quasi-ana- 
lytiques Xj. Pour (y, /?) e M"*"* x IR, notons Ld (pour Logarithme déployé) la 
fonction 



Ceci est simplement le compensateur élémentaire d'Ecalle-Roussarie [E], [Ro2]. La 
fonction /(y,/?) = yLd{y,P) G QA^^^{y,0): soit F{w,P) = f {exp{-w) , /3) et soit 
G [0,7r/2[, en faisant le changement de coordonnes t = exp(— 2;) dans l'intgrale 
(3), on vrifie facilement que pour \f3\ suffisament petit, on a \F{w,P)\ < 1/ cos(^) 
sur le secteur Sg. De plus, F{w,f}) = ^F„(w;)/3" avec 



chaque fonction est borne sur le domaine exponentiel f2exp(0, 1, n+2) et sur tout 

compact de P+ . Les fonctions F„ sont donc bornes sur n'importe quel domaine de 
type puissance (voir appendice VA pour une preuve gnrale). 

Soit q = ((7i,ç2) e et a = des coordonnes sur x W^. Soient les 

fonctions Imentaires Zi^o{xi) = XilogXi et Zij leurs déploiements 

(4) Zij{xi, Hj) = XiLd{xi,iJ.j) 

Ces fonctions appartiennent à l'algbre QA^'^. Dans la suite, certaines notations 
(de sens clair dans le texte) dsignent aussi bien des fonctions que les coordonnes 
correspondantes. Soient 

(5) Xi = {xi, Zifi, Zi^i,- ■ ■ , Zi^qj^) et X = {Xi, . . . ,Xp) 
Notons x^ = {xi, ■ ■ ■ , Xi-i,Xi^i, ■ • ■ , Xp) et Cj et c les immersions 




Fn{w) = 



1 



exp(-w) 



(n+1)! 



(6) 



Ci{x,a) = {Xi,x',a) 



c{x,a) = {X,a) 
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Dfinition IA5. Convenons que QRTiP''^{a) = ]R{a!}. Alors, l'algèbre quasi-régu- 
lière d'Hilhert QR'HP''^{x,a) C QA^'-I'^I (x, a) est l'ensemble des germes f ayant un 
développement asymptotique de "type Hilbert": pour tout i = ,p, il existe 

une suite {Gi^rn)m dans QRH^~^''^ {xi, a)[Xi] qui sont des polynômes homogènes de 
degré m dans la variable telle que pour tout n e N 

(7) f{x, a) = V" Gi,m o Ci{x, a) + xfh„ avec h„ e S'B^'''^' 

Les variables analytiques v n'interviennent pas dans la construction des fonctions 
Imentaires (4), d'o la distinction faite dans les variables analytiques a. Dans le 
problme d'Hilbert, les variables jj, sont les paramtres qui dploient les valeurs propres 
des singularits, et les variables v sont tout autres paramtres. 

L'unicit des sries formelles (7) ainsi que l'injectivit des morphismes srie formelle 

associs sont dmontrs dans la section II. On y dmontre aussi l'existence et l'injectivit 
d'un morphisme srie formelle / € QRW''^ '—>■/€ c*(M{a}[[X]]); ceci implique en 
particulier que la topologie de Krull des algbres QRW''^ est spare. Les germes 
quasi-analytiques (G QA^'I'I) qui possdcnt une telle srie formelle forment une sur- 
algbre de QRliP''^ qui ne sera pas tudi dans ce travail. La sous-algèbre QRH^^^ 
des éléments "convergents" de l'algèbre QRW'*^ est définie par 

Dfinition IA6. On note QRH^^^ = c*(M{X,a}). 

Une consquence algbrique de la transcendance du graphe de c est que le morphisme 
c* est un isomorphisme sur son image. Ceci est dmontr aussi dans le section IL 

B. Quelques gnralits et six lemmes de base. 

Les anneaux de rfrence sont les anneaux locaux B telles que M{a;, a} C S C 
AP''^{x,a) et qui sont stables par les drivations 

P g 

n '^J Q~ ^^^^ y = {x,oi) 

j=i 

Ce sont des M-algbrcs. Dans la suite, on parlera indiffremcnt d'anneau ou d'alg- 
bre. L'idal maximal de B est l'idal des germes nuls en 0. En cas d'ambiguit, on 
note B{y) pour prciser le choix des coordonnes. 

1. Anneaux restriction et anneaux extension. 

Soit U un représentant de {{R+*)p x IR«,0) et soit Bp = {U^i^j = 0} le 
bord associ de germe {Bp,0) en 0. Soit Uq C U un sous-ensemble quelconque 
dont l'adhrence contient 0. On note (Uo,0) le germe de Uq en . On note aussi 
doUo — EpHUo le bord associ et 9o(C/o,0) son germe en 0. Soit B C AP''^{y) un 
anneau de rfrence et soit iuo '■ {Uo,0) {U,0) le germe de l'injection canonique 
(qu'on notera aussi iuo,u en cas d'ambiguit). On lui associe un morphisme toil 
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On gnralise ainsi les anneaiix de rfrence B aux anneaux restriction nots B^u^^ et 
dfinis comme suit: 

C'est un anneau local (qui n'est pas forcment intgre). Il ne dpend de Uo que par 
son germe (J7o,0). Il est isomorphe B (par z^^) si {Uo,0) est d'intrieur non vide 
(ic. l'adhrcncc de l'intricur de Uq contient 0): en effet, une fonction analytique 
nulle sur un ouvert connexe est nulle sur la composante connexe de son domaine 
d'analycit contenant cet ouvert. Le sous-ensemble Uo est dit semi-analytique 
Imentaire de B (ou dcrit par B) s'il existe V € {U, 0) et contenant Uq et des 
germes /i, . . . , fn,gi, ■ ■ ■ , gm G B et reprsents sur V tels que 

Uo = {ye V; h{y) > 0, . . . ,/„(y) > 0,5i(y) = 0, . . . ,gm{y) = 0} 

Il est dit semi-analytique de B (ou dcrit par B) si c'est une union finie de semi- 
analytiques Imcntaircs de B. Dans ce cas, le morphismc est un isomorphisme 
si et seulement si {Uq, 0) est d'intrieur non vide: en effet, si Uq^i, . . . , Uo^e sont les 
semi-analytiques Imentaires formant Uo, l'un des Uqj est un ouvert dont l'adhrence 
contient 0, sinon il existe . . . ,gie,e ^ B \ {0} tels que g = gi^^i x • • • x gi^^i 
est nulle sur (C/q, 0); mais par l'isomorphisme ilf^, g est alors nulle, ce qui contredit 
l'intgrit de B. 

Soit / un idal de B. Le morphisme i^^ tant surjectif, le sous-ensemble est 
un idal de B^u^ dit idal restriction. On le note simplement I^u^; il ne dpend de Uq 
que par son germe (/7o, 0). Inversement, tout idal J de B^u^ est un idal restriction: 
I = {iuJ~^{J) est un idal de B et I\Uo = J- 

Soit B' C AP'^"^' (x',a') un anneau de rfrence. Soit U' G ((M+*)"' x M^'^O) et 
soit Uq un sous-ensemble de U' dont l'adhrence contient 0. L'anneau B'^^, est 
dit anneau extension de l'anneau B^u^ s'il existe un homomorphisme d'anneaux 
injectif ^ : B\Uo ^ '^|(7é' ^^^^ '^^^^ ^ idéal de B\Ua, on appelle idal 

prolong associ J l'idal de B'^jj, engendré par le sous-ensemble ^'(J). On le notera 
simplement '^{J) si aucune confusion n'est craindre. Cet idal prolong est aussi un 
idal restriction. 

Soit V : ^ ^0 un morphisme surjectif, continu sur Uq U {0} et tel que 

V'(O) = 0. On note de la mme faon son germe ip : {Uq, 0) — > [Uq, 0). Ce germe induit 
un morphisme toil xf)* qui agit sur l'anneau B\ija et qui est injectif. On suppose que 
V'*('B|f/(j) C B'^jji. Dans ce cas, on dira que l'anneau B'^, est une extension toile 
de l'anneau B^u^ et on la note (B|^, , V')- Si g est un Iment de B\u^, on a la relation 
suivante entre les germes en des ensembles de zros 



(0) z{r{g)) = i^-\z{g)) 

Dans toute la suite, on ne considrera que des extensions toiles. 
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Dfinition IBl. Soit I un idal de B. 

(i) On dit que I est "noethrien" sur Uq (ou que I^jj^ est "noethrien" j s'il ex- 
iste une extension toile {B'^^r, , xp) de B^jj^ dans laquelle l 'idal prolong ip*{I\irg) 
est noethrien dans le sens classique: il existe hi, . . . , /i„ G i/'*(-^|r/o) l'^-^^ ^ï^^ 
pour tout h G '!/;*(/|f/j^), il existe Hi, . . . , G B'^^jj, tels que h = Yl^j=i ^j^j- 

(il) On dit que I est localement "noethrien" sur Uq (ou que I\^Uq ^st locale- 
ment "noethrien"^ s'il existe une subdivision finie de Uq en des sous- 
ensembles Uifi qui adhrent et telle que I soit "noethrien" sur chaque 

Si (J7o,0) = {U,0), on dit simplement que I est "noethrien" ou localement "noeth- 
rien". Dornavant, on enlve les guillemets au mot "noethrien". En cas d'ambigui- 
t, on prcisera l'anneau de rfrence pour les idaux prolongs (qui est aussi l'extension 
toile associe). Soit J C B^u^ un idal noethrien et soit {B'^jj,,ip) l'extension associe. 
On sait dfinir le germe en de l'ensemble des zros de l'idal prolong ■ijj*{J): c'est 
celui de n'importe quel systme fini de gnrateurs de cet idal dans l'anneau B'^jj, . 
Maintenant, si 51, . . . , 5„ G J sont tels que tp*{gi), . . . ,ip*{gn) forment un systme 
de gnrateurs de iJj*{J) (il en existe), la relation (0) montre que le germe Z{gi) n 
• • • n Z{gn) est indpendant du systme ainsi choisi, et qu'on a donc une notion 
d'ensemble des zros de l'idal J, qu'on note Z{J) et qui est donn par la formule 
[ij) tant surjective) 



(1) z{r{j)) = r\z{j)) 

En particulier, pour tout 5 G J, on a g\z(j) = 0. 

2. Projection unidimensionnelle. 

Soit SB la classe des germes en de champs de vecteurs x = X^j=i 0'j{y)9/dyj 
dont les composantes Uj sont des éléments de B, et qui satisfont aux conditions 

suivantes 

(i) Sing(x) C (Bp, 0): il existe un ouvert U G ((IR+*)p x W, 0) tel que le champ 
X se prolonge par continuit U et tel que l'ensemble singulier de x sur U 
soit inclus dans doU. 

(m) {Bp, 0) est invariant par x- il existe U comme dans (i) tel que OqU est une 
union d'orbites de x dans U. 

(iH) x{B) C B. 

Un ouvert U satisfaisant aux conditions (i) et (ii) est dit admissible. Soit 
X ë 5B et soit U un ouvert admissible. Soit (Px,u le flot de x dans U ; on note 
Trx,u ■ U i—> U — U/ipx^u la projection le long des orbites de x dans U (on 
l'appelle aussi le morphisme intgral de x dans U). L'espace U tant muni de 
la topologie quotient. Cette projection est donc continue et ouverte. Soit S C 
{R+*)P X RI dont l'adhrence contient 
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Dfinition IB2. Le degré de la projection tt^^u restreinte au sous-ensemble S 
est 

d-ïï^,u\s = supôodnS') 
7 est une orbite de x dans U, et bo est le premier nombre de Betti. On note 

la borne infrieure est prise sur tous les ouverts U admissibles. 

La notation tt^ dans cette dfinition, ne dsigne pas un germe. En gnral, il n'existe 
pas de notion de germe en 0, pour la projection intgrale, qui soit indpendante des 
ouverts U (ou du moins d'une base d'ouverts U). Quand il en existe une, on note ce 
germe n^; c'est par exemple le cas quand le champ x admet une orbite "principale" 
dans U (cf. fin de cette section), ou plus gnralement, quand il admet dans U, 
{p + q — 1) intgrales premires Fj, analytiques et indpendantes: la (p+q-l)-forme 
dFi A • • • A dFp+q-i ne s'annule pas sur U. 

2.1 x-rgularit et x-Anitude. 

Soit Uo C {R+*)P X RI dont l'adhrence contient 0. On dit que le germe (f/o,0) 
(ou simplement Uq) est invariant par x s'il existe un ouvert U admissible tel que 

Uq nu soit une union d'orbites de x dans U. 

Dflnition IBS. Soit f G B et Z{f) le germe en de son ensemble des zros. On 
dit que f est x-régulière sur Uq si 

d'ïïx\z{f)n{Uo,o) < +00 

Si (f/ojO) = {U,0) o U est un ouvert admissible, on dit simplement que / est 
X-rgulire. Van Den Dries parle dans l'un de ces travaux ([Dr]) d'une certaine 
"proprit de finitude" (qui porte justement sur des projections unidimensionnelles 
mais linaires!), qui est quivalente cette notion de x-rgularit. Soit I-^j = (x"/; n € 
N) l'idal difïrentiel de / dans l'anneau B. Si U' C U est un ouvert admissible sur 
lequel est ralise /, alors tous les germes x"/ sont aussi raliss sur U'. On note Z(I^j 
le germe en de n„£NS'„, o Sn est un reprsentant de Z{x^f) sur U'. Cette dfinition 
de l'ensemble des zros d'un idal difïrentiel coïncide avec la dfinition classique en cas 
de noethrianit. Remarquer que le germe Z{I-^j) est invariant par x- 

Dfinition IB4. On suppose que / est x-rgulire sur Uq, 

(i) on dit que f est x-finie sur Uq si l'idéal diffrentiel ly^j est noethérien sur 
Uo. 

(m) On dit que f est localement x-finie sur Uq si I^j est localement noeth- 
rien sur Uo, la subdivision associe tant invariante par x- 
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Dfinition IBS. Une classe C C B est dite x-finie sur Uq (resp. localement 
X- finie sur Uq) si tout f E C est x- finie sur Uq (resp. localement x- finie sur Uq). 
Elle est dite x-stable si x(C) C C. 

Si (t^OiO) = (?7, 0) o U est un ouvert admissible, on dit simplement que / (ou la 
classe C) est x-finie, ou alors que / (ou la classe C) est localement x-finie. 

2.2 Six lemmes de base. 

Le premier de ces lemmes, qui est un lemme fondamental, donne les proprits 
de finitude d'une certaine classe de germes qui sont "bien prpars" et dans une 
extension approprie. On suppose donc dans ce lemme que les anneaux de rfrence 
pour la noethrianit, sont les anneaux restriction B^u^. Soit M. l'idal maximal de B 

Lemme IBl (lemme de x-Anitude). Soit Bq C B une algèbre x- finie sur Uq 
(resp. localement x-finie sur Uq) et xstable. Soit Mo C M. un idéal xstable. 
Soit Afuo C B l'idal des germes nuls sur {Uq,0). Alors la classe Csa,Mo = {/ S 
g + MqIxq + -^Uo'i 9 S Bo} C B est x-finie sur Uq (resp. localement x-finie sur 
Uq). 

Preuve. Il sufBt de la faire dans le cas de x- finitude sur Uq. Soit g ÇlBq et soit 
(2) f & 9 + Mol^^g + Mu, 

Le germe (C/o,0) tant invariant par la drivation X) l'idal Nu, est x-stable. La 
relation (2) implique donc que IxJ\Uo C Ix,g\Ua- Montrons d'abord que l'idéal 
IxJ\Uo 6st noethérien dans l'anneau B\Ug. L'algbre Bq tant x-finie sur Uq, l'idal 
Ix,g\Uo noethrien dans l'anneau B^u^. Soit {g\Uf,), . . . , iix^g)\Uo)) ^n systme de 
gnrateurs de l'idal I^^g^u^^. L'idal maximal de B\Ua est M.' = A4\Ua (car les Iments 
de ;B C A^-"^ sont continues en 0). Comme Mo C M, on a Mq = {Mo\Uo) C M'. 
En appliquant £ fois la drivation x la relation (2), puis en prenant la restriction 
{Uq, 0), on obtient 

^X,g\Uo C Ix,f\Uo + -^o^x.sic/o 
Comme l'idal Ix,g\Uo noethrien, le Lemme de Nakayama (cf. [L]) implique que 
^x,g\Uo C IxJpQ. On obtient alors IxJ\Uo = Ix,g\Uo- L'idal Ix,î\Uo est donc 
noethrien dans l'anneau B\ij^^. 

Montrons maintenant que / est x-régulière sur Uq. Soit F = Z{I^f^[j^) C {Uq, 0) 
l'ensemble des zéros de l'idéal I^j^jj^; il est invariant par x et dn^^p < 1. Or, on 
a aussi F = Z{Ix.g)- Soit U un ouvert admissible tel que Uç,C]U soit une union 
d'orbites de chi dans U. Soit [/' C C/ un ouvert admissible o sont raliss le germe g et 
la relation (2). le sous-ensemble UodU' est encore une union d'orbite de x dans U'. 
Notons S le reprsentant du germe F sur U' et considrons alors les sous-ensembles 

Sj = {meU'n Uq; \x'9{m)\ = mix |x'ff(m)|} \ S 

i=0 

Si U' est sufhsament petit, une orbite 7 de x dans U' H Uq rencontre Sj en un 
nombre fini d'intervalles cr de 7 (dont certains peuvent tre rduits un point), et 
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ce nombre est uniformément majoré par un entier Uj qui ne dépend que de Sj. 
En efïet, les extrémités m de ces intervalles a qui appartiennent 7 satisfont des 
équations du type 

et ccis germes g^j (en nombre fini) sont des Iments de l'algbre Bq qui est x-stablc 
et x-finie sur Uq. Si on note S^j le reprsentant de Z{g^^) sur [/', on peut donc 
prendre 

Maintenant, sur un de ces intervalles a (non rduit un point!), considrons la fonction 

/g.(t) = / o ip^ u'it^m) o m, est un point de cr et t dcrit un intervalle r de R tel 
que (p^^u'{t, m) = a. Un calcul direct montre que les drivves successives de fo- sont 
donnes par 

Et la relation (2) drive j fois par rapport x "^t restreinte Uq H a donne 

{x'f)\u„n. = {x'9)\UoA^ + 0{m)) 

Ceci montre que la drive j-me de ne s'annule pas sur l'intervalle r. Par consquent 
et par le Lemme de RoUe appliqu la fonction /o- sur l'intervalle r, on a 

e i 

i=o j=o 
o S' est le reprsentant du germe 2'(/) sur U' . □ 

L'iiypotlise M.[) C M. du lemme ne peut tre affaiblie, comme le montre l'exem- 
ple suivant: x = xd/dx, g = x, h = —1 + sin(l/a;) exp(— l/x) et / = <? -|- hg; 
B tant un anneau x-stable contenant l'anneau R{x} et les drives successives x"h, 
et Bq = Mja;}. La "bonne prparation" du lemme est rapprocher de celle que 
l'on rencontre dans l'tude des singularits d'applications diffrentiables, et qui utilise 
uniquement "l'idal jacobien". Ce qui consiste en fait regarder l'action simultané 
de plusieurs drivations. Il faut noter que les algbres tudies dans ce travail ne sont 
pas diffrentiables en 0. 

Notons C;j(.,B = {f & B; I^j noethrien dans B}. Soit la relation sur C^^, g: fTZg ^ 
il existe un idal Mo C M x-stable tel que f — g € MoIx,g- D'aprs la preuve 
prcdentc, c'est une relation d'quivalence sur C^,b dite x-quivalence dans B. Soient 
Cl et C2 des algbres ou des classes telles que Ci c C2 C C-^,b- On dit que C2 est 
X-quivalente Ci dans B si tout Iment de C2 est x-quivalent un Iment de Ci dans 
B. Ainsi, si Ci est une algbre x-stable et x-finie, le lemme de finitudc dit que la 
classe C2 C UMo^Mofii est x-finie (l'union tant prise sur tous les idaux Mo C M 
et qui sont x-stables). 

Construction d'algbre x-Anie. Il en existe un grand nombre d'aprs la riche 
littrature sur les proprits de finitude des sous-ensembles analj^iques avec de fortes 
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conditions au bord ([T]), les sous-ensembles pfaffiens et les constructions drives de la 
thorie del'o-minimalit ([W], [D-M-M], [L-R], [L-S], [D-S], [S]...); malheureusement, 
la question de la noethrianit est rarement tudie dans ces derniers travaux. Un 
exemple simple de construction, dduit des ides originales de Khovanski-Tougeron, 
est illustr dans la section II par l'tude des sous-algbres convergentes QRH^^g. Il 
s'appuie sur les ides suivantes 

Lemme IB2 (lemme d'extension de Tougeron). Soit Bç, une sous-algèbre de 
B stable par x- On suppose que 

(i) les semi-analytiques derits par Bq ont un nombre fini de composantes con- 
nexes. 

(m) l'anneau Bq est noethérien dans B. 

(m) Il existe {p + q — 1) 1-formes tUj = J2ï=i ^iJ^^Vi ^^^'^ ^ '^O; 

ouvert admissible U telles que toute orbite de x dans U soit une intersection 

transverse de solutions sparantes des wj . 
Alors, l'algèbre Bq est x- finie. 

Preuve. L'hypothse («) implique en particulier que les idaux diffrentiels de Bq 
sont noethriens dans B. Les hypothses (i) et (ii) impliquent que l'algbre Bo est 
topologiqucmcnt noethrienne (cf. [T]). Si S est un semi-analytique de Bq et 7 une 
orbite régulière de x dans U 

6o(7n5) = 6o(Kir'r,)n^) 

o chaque Tj est une solution sparante de ujj. Par l'hypothse {iii), ces 1-formes sont 
coefficients dans Bq. Donc, par la théorie de Khovanski -Tougeron ([Kf], [K2], [T]), 
ce nombre est major par un entier qui ne dpend que de S et des coj. Et donc, tout 
f € Bq est x-rgulier. □ 

Si de plus, Bq est un anneau de rfrcncc, on peut simplifier l'hypothse {iii) comme 
ceci: la drivation x admet (j)+q—l) intgrales premires indpendantes Fj G Bq. Cette 
hypothse ne peut tre affaiblie, commme le montre l'exemple suivant: prenons p = 1 
et q = 2, soient Bq = R{x, ai, 0:2} et 

d d d 

X = -Xtt- + {aai - ba2)- h {bai + aa2)- — 

ox oai oa2 

avec a > et 6 ^ 0. Il est clair que l'anneau Bq C A^'^{x,a) est un anneau de 
rfrence qui est x-stable et qui satifait aux hypothses {i) et [ii). Cependant, le germe 
/ = ai G B{) n'est pas x-rgulicr. Et le lemme 12 montre que la drivation x n'admet 
pas de paire d'intgrales premires indpendantes, dans aucun anneau de rfrence qui 
satisfait aux hypothses {i) et [ii). Un calcul direct montre qu'il existe une paire 
d'intgrales premires indpendantes qui sont linaires en a et dont les coefficients 
sont les fonctions oscillantes cos(61og(x)) et x"* sin(61og(a;)), qui appartiennent 
l'anneau ^^'^(a;) mais pas l'anneau SB^''^{x). 

Faisceau difFrentiel. 

Soient / G S et x G Soit U un ouvert admissible pour x sur lequel / 

est ralise. On note Ixji^] faisceau diffrentiel de / sur U: sa fibre Ix,f,m 
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(qu'on note aussi I^j{m)), en un point m G U, est l'idal difFrentiel Ix^Jm. C 
Bm = — y-m}', Xrn et tant les germes de x et / en m, et y — y^ sont les 
coordonnes locales en m (les reprsentants d'iments de Mjy — y^} tant considrs sur 
des ouverts connexes). On suppose qu'en tout point m du bord doU, il existe un 
anneau de rfrcncc Bm C A^'^''^'^{y — ym), qui est stable par Xm (ainsi Xm G '^Bm) 
et qui contient les germes en m d'iments de B qui sont reprsents sur un voisinage 
de m ( en gnral, on choisi Bm comme tant l'anneau de ces germes). Dans ce 
cas, on prolonge le faisceau X^j[U] par le faisceau I^jlU U doU], dont les fibres 
difFrentielles sur le bord doU sont les idaux diffrentiels IxmJm. des anneaux Bm 
correspondants. Ce faisceau est donc le faisceau associ au prfaisceau T\U U OqU] 
muni des morphismes restriction naturels, et dont les sections J^iV) (o V est un 
ouvert de [/ U dçjU) sont les idaux engendrs par la famille (x"/)neN dans l'anneau 
des fonctions sur V dont le germe en tout point m ÇlV, est un Iment de l'anneau 
local Bm- 

On montre deux rsultats importants concernant ces faisceaux. Conjointement 
au lemme de finitude, ces rsultats (et leurs consquences) constituent le socle de ce 
travail. 

Lemme IBS (lemme de cohrence). Le faisceau I^j \U\ est cohrent; plus prcis- 
ment, pour tout m G U, il existe un ouvert Vm C U contenant m, et un entier £m 
tels que en tout point m' € Vm, la fibre I^j-{m') est engendre par les germes en 
m' de (f,xf, ■ ■ ■ 7X^™/)- Si de plus, la fibre en lx,f{0) = IxJ noethrienne 
dans B, alors il existe un ouvert V G {U, 0) et contenu dans U tel que le faisceau 
Ixj\P ^ d^y] soit cohrent. 

Preuve. Si la fibre en est noethrienne et si (/, x/i • • • ) X^f) est un systme de 
gnratcurs de Ixj dans B, alors il existe un voisinage ouvert F de dans U tel que 
la division 

l 

soit ralise sur un voisinage de V dans UUdoU. En drivant plusieurs fois cette galit, 
on obtient que pour tout k, la division 

e 

x'f = ^hkx'f 

est ralise sur ce mme voisinage. On obtient le rsultat en germifiant ces galits en 
n'importe quel point de ^ U doV. Le reste du lemme s'obtient de la mme faon, car 
pour tout m gU, l'anneau Bm = ^{y — Vm} est noethrien. □ 

Soit {xiT^i)i=i,2 deux couples tels que Bi est un anneau de rfrence et Xi est 
une drivation appartenant 'E.Bi. Soit Ui un ouvert admissible pour Xi et soit 
ip : Ui ^ U2 un diffomorphisme tel que </3*(xi) = X2- On suppose que ip se 
prolonge en un homomorphisme de Ui U doUï sur U2 U doU2 tel que ip{0) = 0. On 
note de la mme faon son germe en : (Î7i,0) (C/2,0) (ainsi que celui de p^^), 
et on suppose que Lp*{B2) — Bi (donc ip* est un isomorphisme et {^*)^^ — {(p^^)*). 
Un calcul direct montre que le diagramme suivant est commutatif 
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X2 



XI 



B2 Si 

Donc, si /i e Bi et /2 = (</5~^)*(/i), alors pour tout entier n 



et par consquent 



Ceci est fortiori vrai aux voisinages de points m\ e U\ et rn2 = v'('^i) € les 
anneaux locaux correspondants tant les anneaux de germes de fonctions analytiques 
en ces points (on les appelle aussi "anneaux analytiques" pour simplifier). On verra 
dans la suite des situations plus gnrales de tels "transfert", dont la premire est 

Lemme IB4 (lemme d'isomorphie de Roussarie). Le faisceau TxjW] 
compatible avec la projection tTx,u- Autrement dit, si 7 est une orbite de % 
dans U, et si mi,m2 G 7, alors les fibres 2^j,mi et X^j^rn2 sont isomorphes, 
l'isomorphisme tant le germe du flot ^Px,u aux voisinages de nii et TO2. 



Preuve. Soit to tel que 7712 = (px,u{'to,'m'i)- Soient ni[ G ?7 un point voisin de mi, 
t voisin de et m2 = (fx,u{t,'m[) € U. Alors, un calcul direct donne 

n>0 

la srie tant uniformment convergente sur le produit d'un voisinage de toi dans U et 
d'un voisinage de dans M (le flot tant analytique sur ce produit et / est analytique 
sur un voisinage de Toi). Les idéaux de germes de fonctions analytiques en un point, 
sont fermés pour la topologie de la convergence uniforme ([B-M], [H]). Par 
consquent, IxJ,mi 3 {<Px,u{t, .))* {Ix,f,^^^uit,mi)), o <Px,u{t, ■) dsigne aussi le germe 
de ce diffomorphisme aux points Toi et ip-^^u{t,mi). En considrant le flot inverse 
{{(p-^,lf{t, .))* est un isomorphisme entre les anneaux analytiques correspondants), 
on obtient X^j^mi = {^x,u{t, ■))* (.^xJ,Vx u{t,mi))- Et, en utilisant un recouvrement 
fini du segment d'orbite [toi,TO2], on obtient 



^Xj.nil = ifx.u{to, ■))*{IxJ.m2) 

O t/?x,(7(io: •) dsigne aussi le germe aux points mi et TO2 de ce difl:omorphisme. □ 

Soit U e ((M+*)P X M«, 0) et soit c : to e C/ ^ m' e M" un morphisme continu 
sur U U doU tel que c(0) = 0. On note de la mme faon son germe c : (J7, 0) — > 
(R",0). Soit u une coordonne locale sur (M",0). L'anneau B = c*{R{u}) est 
dit anneau restriction analytique (ou encore anneau convergent). Il est 
isomorphe l'anneau restriction de rfrence M{u}|c([/). Il est clair que c'est un anneau 
local et noethrien (l'image rciproque par c* de tout idal est un idal, et l'anneau R{u} 
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est noethrien). Soit y = {x,a) des coordonnes sur U, on suppose maintenant que 
le morphisme c est analytique, et qu'il s'crit dans les coordonnes y et u 

u = c{y) = {y,tp{y)) 

On suppose aussi que pour tout i = 1, . . . ,n — {p + q), j = 1, . . . ,p + q, il existe 
hij G M{u} tel que 

Dans ce cas, on vrifie facilement que l'anneau convergent B est un anneau de rfrence. 
Soit 

Pour tout i = 1,... ,n, le germe gi{u) = Ui E M.{u}, donc c*{gi) G B et par 
consquent xc*{gi) G B (en particulier, pour i = 1, . . . ,p + g, on a X'^*{9i) = û^i)? 
il existe alors hi G (il n'est pas unique en gnral!) tel que xc*(5i) = c*{hi). 

Soit U' C U un ouvert admissible pour x tel que les germes /ij soient raliss sur un 
ouvert U e (IR",0) et contenant c{U'). Soit 

1=1 

c'est une drivation analytique ralisc sur U. Le morphisme c est un difFomorphismc 
de U' sur la varit analytique c{U') (c est une immersion), et par la construction de 
X, on a 



(*) c*x = X\ciU') 

(on note encore de la mme faon le diffomorphisme associ c, et son germe en 0). 
Ainsi, le diagramme suivant est commutatif 



R{u} B 




R{u} B 

Le diffomorphisme c se prolonge en un homomorphismc de U' U OqU' sur son 
image. Soit m e doU' et m' = c(m), on note Cm ■ {U', m) (K", m') le germe de c 
aux points m et m'. Soit M{u — Um'} l'anneau analytique local au point m', et soit 
Bm = cJ^(IK.{u ~ Um'}), c'est un anneau restriction analytique qui est un anneau 
de rfrence (par les mmes raisonnements que ci-dessus, en supposant bien sr que les 
germes htj sont raliss sur U). Il est clair qu'il contient les germes en m d'iments de 
B reprsents sur un voisinage de m. De plus, il est stable par la drivation Xm (par 
la commutativit du digramme obtenu partir de la relation (*) germifie aux points 
m et m'). 
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Ainsi, pour tout f € B ralise sur un certain ouvert V e {U,0) (et V C U'), le 
lemme de cohrence dit que le faisceau Ty^j-[V U doV] est cohrent. Par la continuit 
de la drivation x et du morphisme c sur le bord OqU', l'image par c d'une orbite 
rgulire de x incluse dans le bord, est une partie connexe d'une orbite rgulire de 
X dans U. Le Icmme d'isomorphic s'applique aux faisceaux diffrentiels Tx.gi^^g] le 
long de toute orbite rgulire {Ug C U tant un un voisinage ouvert de 0, sur lequel 
g est reprsente). Ainsi, en transportant par le morphisme c* , on obtient que le 
lemme d'isomorphic s'apUique aussi aux faisceaux T^,f[V U doV] le long d'orbites 
rgulires incluses dans le bord. En gnral dans ce travail, le morphisme c est 
une immersion dont l'image est le graphe de fonctions Imentaires (et simples!) de 
Khovanski. Un exemple, dj rencontr, de tels anneaux convergents, est l'anneau 
Q-RTi^^l (pour lequel le morphisme c* est un isomorphismc (cf. Section II)). 

Si l'une des drivations X satisfait l'hypothse {iii) du Icmmc d'extension (on 
bien si elle admet (ri — 1) iiitgrales premires analytiques et indpcndantes), alors 
ce lemme dit que l'algbre K{u} est X-ûnic. Il est clair, dans ce cas, que l'anneau 
convergent B est aussi x-fini: si / G S et si 5 € R{u} est tel que / = c*{g), alors 
par transport par l'injection c 

Idal x-transverse. 

Soit B un anneau de rfrence. Soient / S S et x G ^B. Soit U un ouvert admissi- 
ble sur lequel / est ralise. Soit 7 une orbite rgulire de x dans U. Soient m,m' Çl') et 
to > tel que (p^,u{to, m) = m' . Soit C U une transversale 7 en m, analytique. 
Quitte rduire tr™, on suppose que pour t dans un voisinage de [0, to], l'image de am 
par le flot <f^^u{t, •) est incluse dans U. Ainsi, am' = V>x,u{to^ <^m) est une transver- 
sale 7 en m', analytique. Soient (3 des coordonnes analytiques locales sur {am, w), 
il est clair que l'anneau restriction de rfrence R{y — ym}\crm est isomorphe l'anneau 
analytique (qui lui mme est isomorphe l'anneau des intgrales premires analy- 

tiques locales en m (cf. ci-dessous)). Par le diffomorphisme analytique ip-),^u(to, ■), 
on peut prendre /3 comme coordonnes analytiques locales sur {am>,Tn'). Par cette 
identification, le lemme d'isomorphie dit alors que i*a^{Ix,î,m) = K^,i-^xJ,m'), d'o 

Dfinition IB6. On appelle idal x-transverse de f le long de 7 l'idal restriction 

les coordonnes analytiques (3 sur am sont des intgrales premires de x long de 
7- 

Et inversement, on peut reconstruire toute fibre X^j^m le long de 7 partir de l'idal 
transverse JxJn- ^'^^^ C U \c satur de am par le flot (f^,u(t,.) pour t dans 
un voisinage de 0. Il est clair que l'espace quotient Um = Um/ Vxm.,Um s'identifie 
la transversale analytique a^.- Ainsi, on peut parler du germe de la projection 
intgrale i^xm-Um • Um ^ cr^, qu'on note simplement tt^^ : {Um,m) — > (cTm,™). On 
lui associe le morphisme toil tt*^ : M{/3} R{y — ym} qui est injectif; son image 
est l'anneau des intgrales premires analytiques locales en m. Avant de poursuivre. 
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faisons une remarque simple qui sera souvent utilise dans la suite: soient VÎ)V'2 
deux morphismes toils, et soit / un idal, alors l'idal prolong (par tpl) associ l'idal 
prolong (par associ /, coïncide avec l'idal prolong (par {ip2 oV'i)*) associ /, 
ce que l'on note {ip2 o ipi)* [I) = ipl o ip2{^)- 

Lemme IB5 (lemme de saturation). Pour tout m € 'y, on a ^x,f,m = 

Preuve. On se place dans un flow-box au voisinage de m. Quitte rduire Um, soit 
tp : {t, P) G T X E„j m' G Um le diffomorphisme normalisant tel que V'({0} ^ 
^m) = Cm et {ip^^)*{Xm) = 3^ = ô/dt. Notous dc la mme faon son germe il) : 
(r X E, (0, 0)) {Um, m). On a le diagramme commutatif 



(*) 



-Vm} 



K{y - Vm} 



M{i,/3} 
y 

M{t,/3} 



o ip* est un isomorphisme. L'orbite 7 PI Um est envoyé sur l'orbite F = r x {0}. 
Notons Tpi : (j„i (et son germe; aux points et m) la restriction de ip 

{0} X T,m- C'est un diffomorphisme. La projection intgrale TTy^rx'Em. s'identifie 
avec la projection canonique tt : r x — > ^m', notons de la mme faon son germe 
TT : (r X Sto, (0,0)) — > (S^jO). Les diagrammes suivants est commutatifs 



(* * 1) 



(r X E„,(0,0)) 

TT 

(S™,0) 

(Sm,0) 



{Um,m) 



{am,rn) 



(* * 2) 



(txI]„,(0,0)) Um 

Par le choix des coordonnes (3 sur et (Tm, le morphisme toil tpî est l'identit de 
l'anneau on a donc les diagrammes commutatifs 



(* * *1) 



R{y - Vm} 



(* * *2) 



M{/î} 



ffi{i,/3} 



R{f3} 
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Ces deux derniers diagrammes sont aussi valables pour les idaux prolongs. Soit 

F = 'tp*{fm) = Y. <^ri{l3)t"' , d'aprs le diagramme (*), on a i)*{I^j^rn) = Iy,F C 
M.{t,P}. D'aprs la dfinition de l'idal transverse 

Jy,F,r = iT.J)*{Iy,F) = î£„ o V*(Xx,/,m) 

Et d'aprs le diagramme (* * *2), on a Jy,F,r = C„(^xJ.ni) = Donc, d'aprs 

le diagramme (* * *1), il suffit de montrer que ly.F = '^*iJy.F.r)- Par sa dfinition, 
on vrific facilement que Jy.F,r — {dn, n G N) (d'o le nom d'idal des coefficients 
attribu par Roussarie cet idal). Soit A4 l'idal maximal de M.{t,/3}. Notons _F„ 
j . / On a Fn 6 'ïï'*{Jy.F.r) et F — Fn G À4" pour tout n. Donc, par le thorme 
d'intersection de Krull ([L]), F G t^* {Jy,F,r)- Comme l'idal prolong t^* {Jy,F,r) est 
stable par la drivation y, on obtient ly^p C 'ïï*{Jy^F,r- Inversement, pour tout 
n G N, on a y"- F = n!a„ + iiî„ avec iî„ G T^*{Jy.F.r) (P^r le mme raisonnement 
que pour F, en utilisant la srie de F). Donc, pour tout n, a„(= 7r*(a„)) G ly^p + 
À4n*{Jy^F,r)- Par consquent 

'^*{Jy,F,r) c Iy,F + MTr*{Jy.F,r) 

Et, par le lemme de Nakayama ([L]), on obtient Tr*{Jy^F,r) C Iy,F- CH 

Orbite principale et la double inclusion. 

Si l'orbite 7 adhre 0, et s'il existe une notion de germe de la projection intgrale 
-K-^^u en (qu'on notera tt^), il se pose alors la question de comparer la fibre en 
I-x^j et l'idal 7r*(J;^j_^) (dans une extension commune aux anneaux 7r*(R{/3}) et 
B). Intuitivement, il est tout fait Igitime d'esprer tablir la double inclusion 

p 

J = l 

qui relaxe l'galit du lemme de saturation, et qui s'inspire du NuUstelenzats d'Hilbert 
([L]). Dans ce cas, il est ncessaire d'avoir l'galit 

(cf. formule (1)). Et pour cela, il suffit que 7 soit "principale" dans U 

Dfinition IB7. Soit 7 une orbite de % dans U. Elle est dite principale dans U 
si 

{i) elle adhre 0; 

(ii) elle admet une transversale analytique ao C U qui rencontre en au plus un 

point chaque orbite de x dans U ; 

(m) pour toute transversale analytique a (Z ao, le satur 
est un voisinage de dans U. 
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Ainsi, l'orbite principale 7 est la seule orbite de x dans U qui adhre 0. C'est 

donc la seule orbite principale de x dans U. Pour a C (Jq, notons Ua = ^Px.u{-, c), 
c'est un voisinage ouvert de 0, qui est une union d'orbites de x dans U (c'est un 
ouvert admissible). L'espace quotient 11^ s'identifie donc un sous-espace de U. 
Par consquent, le morphisme tt^.u^ : ^ est simplement la restriction 
du morphisme t^x.u- dfinition de et par la condition (m), l'espace Ua- 

s'identifie la transversale analytique a. Par la condition (in), le morphisme T^x,Ua 
se prolonge continment U {0} en posant 7r^,[/„ (0) =70 a. On peut donc parler 
du germe en du morphisme tt^ f/ comme tant celui du morphisme tt^^u^ : (T 
aux points et 7 n cr. Ce germe est indpendant de la transversale cr C (Jq; on le 
note TT^- L'existence d'une orbite principale 7 implique en particulier l'existence de 
{p + q—l) intgrales premires analytiques et indpendantes: si j3 sont des coordonnes 
analytiques sur uo, et si on pose gj{P) = les germes Gj = 7r*((7j) admettent 
des reprsentants Fj sur U^o, qui sont des intgrales premires de %, analytiques et 
indpendantes. 



Autre cas de transfert. 



On en a vu beaucoup, et on verra beaucoup. La premire apparition de chaque 
nouveau cas sera trate en dtail. Un cas assez gnral, et abondamment employ dans 
la suite est le suivant: pour i = 1,2, soit Bi C ^p-'^* un anneau de rfrence. Soit 
Xi S SBj une drivation, et f/j un ouvert admissible pour Xi- On suppose que chaque 
drivation Xi admet une orbite principale 7^ dans Ui. Pour simplifier, supposons que 
Ui est le satur d'une transversale analytique CTj, comme ci-dessus (quitte rduire 
Ui). Soit Wj C (Tj une sous-varit analjd;ique contenant le point rrij = 7, fl cxi, et 
soit Vi — TT~\j,{Wi), c'est une sous-varit analytique de f/,, qui adhre 0, et qui est 
invariante par Xi- 

Notons yi = Xi\(Vi.a)- En utilisant le flot de on montre facilement que 
yi{Bi\Vi) C Bi\^Vi- Soit \1/ : V2 ^ Vi un difFomorphisme analytique, continue en 
avec 'î'(O) = 0. On note de la mme faon son germe ^' : (V2,0) — > (Vi,0). On 
suppose que ^*J'2 = 3^i, et que ^'*(Bi|Vi) ^ ^2\V2- Dans ce cas, le diagramme 
suivant est commutatif 



(*) 



^l|Vi 

yi 



y2 



B. 



2m 



Une orbite principale tant la seule qui adhre 0, et ^ tant continue en 0, on 
a ^'(72) = 7i- Comme ^ est un difFomorphisme qui prserve les orbites, on peut 
supposer, pour simplifier que \1/(M^2) = Wi (quitte dplacer les transversales ai). 
Notons V' : W2 Wi la restriction de ^ W2. C'est un difFomorphisme analytique, 
et on note de la mme faon son germe ip : {W2,m2) (Wi,mi). Soit un 
satur suffisament petit, de Wi par le flot de J^j, et soit TTy^^mi le germe en rrii de la 
projection intgrale. Le diagramme suivant est commutatif 
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{V„,2,m2) — {Vrm,mi) 



{W2,m2) — {Wi,mi) 

La varit Wi est analytique en m^. Donc, par un bon choix de coordonnes an- 
alytiques locales {Pi,(3^) sur {ai,mi) (dans lesquelles {Wi,mi) est un graphe), on 
obtient que l'anneau local R{/3i,/3^}||y. sur (Wj,m,), est isomorphe l'anneau an- 
alytique On obtient alors le diagramme commutatif partir du diagramme 
ci-dessus 



V'* 



*1 



Les varits Vi tant analytiques en rrii, les anneaux locaux Bi^rmlVm- aussi iso- 
morphes des anneaux analytiques. 

Lemme IB6 (lemme de transfert). Soit fi G Bi et /2 € B2 tel que f2\v2 = 
^*(/i|Vi)- On a les galits suivantes 

(^) ^XiJi,mi\Vi,,ni = ^yi,mMxiJi,li\Wi)■ 
(c) /x2,/2|V2 = **(-fxi,/l|Vl)- 
('^) "^X2,/2,72|W2 = V'*("^Xl,/l ,711^-1 )• 

Preuve. Enlevons l'indice i pour un moment. Pour l'galit (a), par dfinition d'une 
restriction, on a JxJ,'y\w = ^wui'^x,f,'y)- P^'^ dfinition de l'idal transverse, on 
^ -^xJn ~ Um.^-^xJ,m), o ?7m est un satur sufRsament petit, de a par le flot de 
un autre et, on a ^x,f,''n\Vm — ^y^jf/^C-^x./i"*)" '-"^ vrifie facilement que 

Pour l'galit (6), par le lemme de saturation, on a 

D'un autre et, on a "'J'^ (>/x,/,7Hv) = ■"'J^ o *vv<7('^x./.7)- ^-"^ vrifie facilement 
que les morphismes lï^m ° *Vm,!7„ : VÇ„ — >■ cr et iiy,;^ o ny^ -.Vm^cr, coïncident. 

Notons gi = fi^\Vi- H est clair que /^^ j. |v'; = ly^^g^, et ceci est encore vrai germifi 
en n'importe quel point de Vi. L'galit (c) est donc une consqucncc immdiate de la 
commutativit du diagramme (*). Pour l'galit (d), on utilise l'galit (a) 

"^X2,/2,72|W2 = *V2,V2,m2(-^X2,/2,m2|V2,m2) 
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puis la relation (c) germifie aux points mi et m2 
et enfin, l'galit (6) pour obtenir 

'^X2,/2,72|W2 =iw2.y2,m2 ° ^"2 ° ^ Jl ,mi (-^Xl Jl ,71 1 Wl ) 

La composition de morphismes toils passe aux idaux prolongs. On conclut en 
utilisant la commutativit du diagramme (* * *), et la relation 'ïïy^,m2 ° iw2,V2,ni2 ~ 
idw2 ■ n 

II. Action de la drivation x = xd/dx et thorme principal 1 

Les anneaux de rfrences dans toute la suite sont les anneaux S'B^'I'^I (x, a). Leur 
topologie de KruU n'est pas spare. Leurs sous-algbres QA^'I^I ne sont pas x-finies: 
l'idal difïrentiel du germe 

n'est pas noethrien dans l'anneau SB^'^{x,a): en effet, si tel est le cas, il existe 
f e N, et des germes hi G SB^'^ tels que 



(0) Y.^ix'f + ^'^'f = ^ 

Soit hi = J2n ^n,i{x)a"- la srie de hi. Les coefficients hn,i G SB^'°{x); notons 
di = /io,<(0). Par une identification des coefficients des sries en a dans l'galit (0), 
on obtient les relations suivantes pour tout n > 

i=0 

ce qui est impossible (en utilisant un systmc de Vandermondc adquat). 

Grce la proprit de quasi-rgularit, la topologie de KruU des algbres 
QRT-P''^ est spare et, pour p = 1, ces algbres sont x-finies (cf. thorme III). La 
question de leur noethrianit est un problme ouvert. 

Plaons nous dans l'anneau de rfrence SB^'\'i\{x,a). Soit U e (M+* x MI9I,0) tel 
que le sous-cnscmble 7 = {(x, a) E U\ a = 0} soit connexe. Alors 7 est une orbite 
principale de x dans U . Le morphisme intégral de x dans U est simplement la 
projection canonique : {x,a) ^ a (on notera de la mme faon son germe en 0). 

Les idéaux x-transvcrscs le long de 7 sont donc des idéaux de l'anneau analytique 
M{q;}. L'anneau (S'i?^''*' (x, a), tt) est une extension toile de l'anneau R{a}. 
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thorme III (thorme principal 1). L'algbre QRH}''^ est x-finie et satisfait la 
double inclusion: pour tout f S QRH^''' d'idal x-ti^O'^sverse Jx,f,-yi il existe n{f) 
tel que pour tout e > 

De plus, elle est x-Quivalente la sous-algbre QRH^^^g. 

L'argument principal de la preuve de la x-Ênitude est que l'algbre QRH}''^ sat- 
isfait la double inclusion (1). La deuxime inclusion est une consquence du 

Lemme III (lemme de division). Soit f G SB^'I^I et J^./.t idéal x- 
transverse. Alors I-^j C Tr*{J-^j^j). 

Preuve. On utilise le théorème de division VBl de l'appendice B. Soit A le com- 

plmentaire du diagramme des exposants initiaux do Jx.f.y Effectuons la division 
de f{x, .) dans J^./.t Pour tout x ^0. Soit Q G '^*{JxJ,j) 

Supp(/(x, .) — Q{x, .)) C A pour tout x ^0 

Or, d'après le lemme de saturation IBS, on a f{x, .) € JxJ,'y pour tout a; 7^ 0, et 
donc f — Q = 0; d'où, le résultat. □ 

La prcmirc inclusion est base sur la notion de multiplicit et sur la proprit de 
quasi-analycit qui se substitue au thorme d'intersection de Krull ([L]) pour le 
passage la limite. La mulptiplicit m^(/) est le plus petit des entiers n tel que 
{x"^^)n* (Jxj.j) C I^j pour tout e > 0. Elle concidc avec la multiplicit al- 
gbrique muxif ) qui se lit sur la srie asymptotique de / G QRTi}''', en faisant agir 
la drivation x d'abord sur les composantes Imentaires de cette srie qui sont des 
fewnomials [K2], solutions d'quations difîrentielles simples. 

1. Operateurs diffrentiels d'Euler Ej^. 

Pour tout multi-indice m = (mo, . . . S N^+'i et tout gi-uplet de nombre 

caractéristiques (ri, . . . ,rgi) avec r j = 1 + /Xj, on pose 

r = (l,ri,... ,r,J et em{li) = {m,r) 
A toute famille finie de multi-indices .F C N^+^^ , on associe l'opérateur 



(2) E^= llix-eMId) 

et on note Ff son polynôme caractéristique. On notera aussi 

jr,„ = {m e N^+'i ; |TO|?n}. 

o ? est un oprateur binaire de comparaison. Les solutions de l'équation Ej:- = 
sont les combinaisons sur Mja} des monômes x^"* pour m G .F, et des fonctions 
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élémentaires x^"'{\ogxy si est racine multiple de Pj:. Donc, génériquement 
en ^, les monômes x'^"'^'^^ (pour m G J^), forment une base du noyau de l'opérateur 

Eyr. 

Les fonctions élémentaires Zj = xLd{x, fij ) satisfont aux équations différentielles 

XZj = TjZj + x 

donc, un monôme = a;"*" 2;™^ ' ' ' ^^i"^ satisfait à l'équation différentielle 

(3) xX"" = e„^X" + monômes 

où -< est un ordre adquat sur ces monômes (associ l'ordre lexicographique sur 
p^i+gij Par suite, tout monôme X™ est dans le noyau de l'opérateur Ej^^^^^. 
D'autre part, de la relation x^^ = x + j-ijZj on dduit que 

\m'\ = \m\ 

donc, pour tout n, la famille des monômes X"* de longeur n est, génériquement 
en /i, une bcise du noyau de l'opérateur Ej:^^. 

2. Le wronskien de l'oprateur Ej^^^ et ses mineurs. 

Soit n e N et N{n) = ^J^^n. Notons M„ la matrice iV(ri) x N{n) dont les 
colonnes sont les dérivées successives par % des monômes X"^ (|m| = n), et soit 

(4) A„(a;,;u) = detM„ 

Ces monmes forment une base du noyau de l'oprateur Ej^^^ . Donc, en dérivant les 
colonnes de M„, et en utilisant (3), on obtient 

Lemme 112. // existe une fonction algbrique bn{lj), non-identiquement nulle telle 
que 

(5) A„(x,/x) = 6„(/x)a;'*''(''^ avec s„(/i) = (Y] m,r) 



Cette fonction algbrique est donne par 6„(/Lt) = A„(l,/x). Soit An{x,n) la matrice 
complémentaire de la matrice Mn{x, fi) 

Lemme 113. Pour tout xo ^ et pour tout e > 0, les éléments de la matrice 
Mn{xo, iJ,)An{x, jj.) appartiennent à l'idéal principal de SB^''^^ engendré par 

ri.nN{n)—n—e^ 

Preuve. Ces éléments sont de la forme 



(6) 



Bi,i{x,iJ.) = Li{xo,^)Ci{x,ii) 
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oû Li[x,fi) est la ligne d'indice i dans la matrice M„ et Ci{x,^i) est la colonne 

d'indice l dans la matrice An- Il est clair, d'après la définition de la matrice An que 
ces éléments sont divisibles par dans l'anneau SB^''^^ (chaque monme 

est divisible par x^~^l^ dans cet anneau, pour tout s > 0). Il suffit donc 
de montrer que l'idéal x-transvcrsc J, de Bi^i le long de 7 est inclus dans l'idéal 
principal engendré par 6„. Le Icmmc de division III permettra de conclure. 

Pour cela, montrons par une rcurrence sur fc, que pour tout (i,ï) G {1, • • • , iV(n)}^ 
et pour tout k 

(7) U{,x,y.)x^Ci[x,y.) = Q [(6„)] dans SB^''^ 

Pour /s = 0, la relation (7) est une conséquence de l'galit MnAn = A„/d. 
L'idéal (6„) étant stable par %, une dérivation de (7) donne 

or, pour i ^ N{n) on a x^i = ij+i d'après la définition de la matrice M„. Et en 
utilisant l'opérateur Ej^^^ , on obtient 

N{n) 

XLN(n) = X] 

Et ceci prouve la relation (7). Maintenant, d'aprs la dfinition IB6 de l'idal %- 
transverse, l'idal J C est engendr par les drives successives 

{x''''Bid{xi,^i))ken 

pour tout Xi > 0. On prend donc Xi = Xq et on utilise (7) pour finir la preuve du 
lemme. □ 

3. Sur les blocs x-homognes. 

Soit c l'immersion de la partie lA, et soit HHn l'image par c* du IR{Q;}-module 
IR{q;}[X]„, engendre par les monômes X™ d'une même longueur n {c*{X) = 
{x, (-Zj(a;,/ij))j=i,... rappelons qu'on note de la mme faon ces fonctions X,Zj 
et les coordonnes correspondantes). D'aprs le paragraphe 1, la restriction de c* 
ce module est un isomorphisme. Les Iments du module HTCn sont dits blocs 
X-homognes de degr n. Ces modules sont stables par les oprateurs d'Euler dfinis 
ci-dessus. 

Lemme 114. Tout g G HHn satisfait la double inclusion. Plus prcisment, pour 
tout £ > 

(x"+^)7r*(Jx,g,^) C /^.g C 7r*(J^,g,^) 

Preuve. La deuxime inclusion est donne par le lemme de division III. Un tel g 
s'écrit 
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(8) 9= «-(c^)^" 

\m\=n 

il est donc dans le noyau de l'opérateur Ej^^^. Par conséquent, son idéal différentiel 
est engendre par la famille {x^.g; j < N{n)}, et donc son idéal x-transversc le long 
de 7 est engendré par la famille {X'^di^o, •)> J < N{n)} pour tout xq ^ 0. Plusieurs 
dérivations de (8) donnent le système 

(9) Mn{am)m = iX^ 9)j 

((ûm)m et {x^ g)j dsignent les vecteurs colonnes associs). En particulier 



(10) Mnixo, .)(am)m = {x^g{xo, .)).j 

Mutiplions (9) par la matrice M„(a;o, et utilisons (10) 

^n{X^g{XQ, = Mn{xo, .)An{x^g)j 

Par le lemme 112, on a A„ = x^"bn, et par le lemme 113 

M„(a;o,.)^« e (a;"^(")-"-^6n) 
Or, s„(0) = nN{n). Ce qui finit la preuve du lemme. □ 

Remarque III. Un cas simple, o cette premire inclusion peut effectivement tre 
donne par le Nullstellensatz d'Hilbert, est le suivant: prenons çi = 1 et supposons 

J = ]R{q!}. L'immersion c{x, a.) = {x, z{x, fi), a.) est un diffomorphismc sur la varit 
image V = c{U), qui se prolonge en un homomorhisme sur le bord doU = {x = 0}. 
La drivation sur V c,(x), se prolonge sur un voisinage VF de 0, en une drivation 
analytique 

X = X— + (rz + x) — 
ox oz 

Soit G = {c*)~^{g). D'aprs le lemme de transfert IB6 et l'isomorphie de c* : 
M{a}[a;, z]n — > HHn, on a/^^g = c*{Ix,g (car M{a;}[a;, z]n\v — K{a;}[a;, z]n)- Plaons 
nous dans le complexifi de W. L'ensemble des zros de l'idal diffrcnticl Ix.g est un 
sous-ensemble analytique invariant par le flot de X. Or, pour a fix gnrique, les 
seules feuilles analytiques de X sont {x = 0} et {x + fj,z = 0}. Par le Nullstellensatz 
d'Hilbert, il existe M G N tel que 

{X{x + fiz))^ Glx,G 

et en appliquant c*, on obtient x^^'^'^^'^ € I^^g. Ceci est encore valable pour g G 

QRHlvg''^^\ par la dfinition de cet anneau. On peut gnraliser cette ide plusieurs 
fonctions Imentaires (çi > 1), seulement l'estimation de l'entier M optimal semble 
difficile. Par la dmarche adopte dans ce travail, on obtient une estimation prcise et 
optimal de cet entier, en se plaant dans des anneaux plus larges. 
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4. Sur les fewnomials. 

Le passage des blocs x-homognes aux fewnomials est base sur l'inversion des 
oprateurs Ej: 

Lemme 115. Soit e(a) un germe analytique en tel que e(0) ^ n. Soit l'oprateur 
E = X — eld. Alors, pour tout g & HHn, Ix,Eg = Ix,g- 

Preuve. Il est clair que Ix,Eg C I^^g. De la relation X9 = ^9 + ^9j on dduit 

-Ë^JF=„.9 = ■Pf=„, ((i)9 [Ix-Eg] 

Or Ej^^^g = et le germe e n'est pas valeur propre de cet opérateur, on obtient 
donc 9 G Ix,Eg, par consquent Ix,g C Ix,Eg- □ 

Soit n e N quelconque et soit / = X]p=o5p' gp est un bloc x-homogène de 
degré p, f est un fewnomial d'aprs la terminologie de Khovanski [Kl]. Appliquons 
l'opérateur -È':f<„ à / 



(10') E^^J = E^^^9n 

car deux oprateurs x — eld et x e'Jd commutent, et pour p < n, le bloc gp est 
dans le noyau de l'oprateur -Ejp<„. En appliquant plusieurs fois le lemme 115 
on obtient que Ix,Ej.^^ = Ix,g^j et d'aprs (10'), /x>s» C IxJ- De mme, /x>Sn-i C 
IxJ-gn C IxJj •••etc. On obtient donc 

Lemme 116. I^j = ^^=0 ^x^gp ■ 

Ces idaux tant des idaux difFrcnticls, cette galit est encore vraie gcrmific en tout 
point de 7 voisin de 0. Prenons la restriction une transversale 7, cette galit donne 

n 

et l'inclusion I-^^g^ C I^j donne Jx,gp,i C Jx,f,-y pour tout p = 0, . . . ,n. D'o l'galit 



(lO ) JxJ,i ~ ■^x.gp.T 

Lemme 117. -Le germe f satisfait la double inclusion. Plus prcisment, pour tout 
e > 

(a;"+^)7r*(J^,/,^)c/^,/C7r*(J^,/,^) 
Preuve. Par les lemmes 114 et 116, on a 

n n 

^(xî'+^)7r*(J^,,^,,) C I^j cY,^*{Jx,gp,,) 

p=0 p=0 
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OU plus simplement 

n n 

L'galit (10") permet de conclure. □ 
5. Sur les convergents. 

Lemme 118. L'algèbre QRTi].:^^ est x-finie et satisfait la double inclusion. De 

plus, elle est x-quivalente la sous-algbre des fewnomials. 

Preuve. Cette algbrc est clairement stable par x- Pour la x-finitude, on utilise 
le lemme d'extension IB2. L'anneau QRH].^^ est la restriction d'un anneau ana- 
lytique, c'st donc un anneau noethrien, d'o l'hypothsc {ii) du lemme d'extension. 
L'hypothse {iii) est claire: prendre ujj = daj. La preuve de l'hypothsc (i) est 
une double application de la théorie de Khovanski et d'un thormc de [T] (elle est 
aussi une consquence d'un travail rcent et gnral de Speissegger [S]). Soit X = 
{x,zi,... jZçi) et zo{x) — xlogx. Soit cq l'immersion co{X,a) = {X, Z(i{x),a) et 
Bi l'algbre Si = Cq(M{X, 2:0, a}). Le graphe de la fonction zq est une solution 
séparante de l'équation différentielle 



(11) luq = xdzç) — (zo + x)dx = 

considre sur un ouvert connexe Uq, voisinage de dans {x > 0, zq < 0}. La 
1-forme coq est coefficients dans l'anneau analytique R{X, zo,a}. L'algbre Bi est 
donc topologiquement noethrienne [T]. Soit ci l'immersion ci{x,a) = {X{x,a),a), 
alors QBHli?g = cJ(Si). les graphes des fonctions zj sont des solutions séparantes 
des équations différentielles 



(12) uij = xdzj — ((1 + fJ,j)zj + x)dx — {xlogx{fj,jZj + x) — xzj) — - = 

considres sur des ouverts connexes Uç?.), voisinages de dans {x > 0, Zj < 
0, fJ'j'^jO j = 1, . . . , çi}, o 7j =>, < (si l'un des iij est nul, alors Zj = zq). Ces 1- 
formes sont à coefficients dans l'algèbre Bi. L'algbre QRHl^^g est donc topologique- 
ment noethrienne. D'o l'hypothsc (i). 

Soit / = X;^o 9p e QRHl;,\ et soit /„ = X]p<„ Qp, o Çp est un bloc x-homogne 
de degr p. D'aprs le lemme 116, la suite des idaux {Ix,i„) ^st croissante dans 
l'anneau noethrien QRHl^g. Elle est donc stationnairc. Soit / sa limite et soit ng 
son indice de stationnarit: c'est le plus petit entier n tel que IxJ„ = ^x,f„i POur 
tout n' > n. Soit Mx = {x, zq, zi, . . . ,Zq^) c QRH^^^g, il est inclus dans l'idal 
maximal de QRHli^g, et il est stable par x- Pour tout n G N, on a / — /„ e A4x 
d'aprs la srie de /. Donc, pour tout n > no, on a 



IxjCl + M3c et Iclxj+M^c 
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Par le thorme d'intersection de Krull, on a I^j = I. Or 7 = Ixjng^ donc en 
germifiant ces galits le long de 7, et en prenant les restrictions une transversale, on 
obtient JxJn — JxJno,!- -P^^ consquent, le lemme 117 appliqu au fewnomial /„(,, 
montre que / vrifie la double inclusion. Soit k l'exposant d'Artin-Ress de l'idal 
M.X dans l'idal / ([L]): pour tout entier n, on a 

A^^+'= n 7 = A^^ n (7W17) 

Prenons n > maxjno, k}. On a / — /„ G AVx et IxJ-în C I, donc f — fn & -Adxl- 
Or, par le choix de n, 7 = Ix,f„, le germe / est donc x-Quivalent au fewnomial /„, 
et ceci finit la preuve du lemme. □ 

6. Enfin, sur l'algbre QRTi}''^. 

Soit / e QRH^''^ et soit / = Yl^=()9p une série forniclk; associée à /. Les 
sommes finies /„ = 5^p<„ ,9p sont des fewnomials. La suite des idaux diffrentiels 
(IxJn) est croissante (dans chacun des anneaux QW-L^'^^, QR'H^ '^ ou 5*7?^' I**'). Il 
en est de mme de la suite des idaux x-transvcrses {Jx.fn.i) dans l'anneau 
Soit 7 la limite " diffrentielle" de la suite {Ix.f„) dans l'anneau QR,Hli?g, et soit J 
la limite " x-transverse" de la suite {Jx,U,i) dans l'anneau M{a}. On va montrer 
que la limite diffrentielle 7, prolonge dans l'anneau SB^'I?!, coïncide avec l'idal 
diffrentiel de / dans cet anneau (mais pas forcment dans l'anneau QRH^''^). Par 
contre, on montre que la limite x-transverse J coïncide avec l'idal x-transverse 
de / dans l'anneau M{a}; et cela grce deux arguments principaux: la proprit de 
quasi-analycit et le thorme de division VBl. 

Lemme 119. Pour tout n, on a Jx,gn,i C Jx,f,i- 

Preuve. Supposons d'abord que f = Qn + o(a;"). D'aprs la dfinition des sries 
asymptotiques de / (cf. Df. IA5), on peut trouver £ > sufRsament petit, et 
h G SB^'^i^ tels que 



(13) f = gn + x"+^'h 

En germifiant l'galit a;"+^^/i = / — 5„ en un point de 7 (x > 0), et en prenant 
la retriction une transversale des drives successives, on obtient Jx.h.-y C Jx.J-, + 
Jx,gn,i- Donc, d'après le lemme de division III, appliqu /i, il existe hi G T^*{JxJ,-y) 
et /i2 S '^*{Jx,gn,i) telles que h = hi + /i2- Maintenant, en considérant les idéaux 
différentiels et en utilisant l'galit (13), on obtient 

Ix,9nClxJ + {x^+'n{IxM+IxM) 

soit 

Ix,9. C IxJ + {x-^^'){.^*{JxJ,l) + ^*iJx,9.,f)) 

Le lemme de division III, appliqu /, donne 



Ix,9n C 7r*(J^,/,^) + {x-+n^^Jx,g.,j) 
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et le lemme 114 appliqu Çn fournit 

L'idal Ix,gn ^^^^ noethrien, et l'idal principal {x'^) tant inclus dans l'idal maximal 
de l'anneau SB^''>, le lemme de Nakayama ([L]) donne 

En prenant la restriction une transversale 7, on obtient Jx.g^.-y ^ "^xJ,!- Main- 
tenant, si / = J2p>o9p^ montre comme ci-dessus que Jx.so,7 C JxJni P^i^ 
supposant que pour tout p < n, on a Jx,gp,-y C Jx,î,-y: on montre comme ci-dessus 
que 

'^x,gn,i C Jx,f-12p<„gp,j ^ "^x>/>7 
et ceci finit la preuve du lemme. □ 

Ce lemme et la proprit de quasi-analycit impliquent le 

Lemme IIIO. Il existe une application série formelle injective 

f e QRH'''^ ^J=Y,9p& c*(M{a}[[X]]) 

Preuve. Pour prouver l'existence, il sufBt de montrer que le germe nul admet une 
unique srie qui est la srie nulle. En effet, si = X]p>o5p' lemme 119 dit que 
pour tout n, Jx.g^.-y C {0}, et le lemme de division III dit alors que (?„ = 0. Pour 
prouver l'injection, prenons / e QRH^''^ tel que gp{J) — pour tout p. On a donc 
/ = o(a;") pour tout n; comme QRH^'" C QA^'M^ on obtient / = 0. □ 

Une consquence de cela est que le morphisme c* : a} QRH^^^g est un 

isomorphisme. En effet, si = X^p>o Gp G a} (les Gp tant ses parties 

homognes en X de degr p), son image / = c*{F) admet comme srie X]p>oC*(Gp), 
et on a vu que la restriction de c* aux modules M{a}[X]p est un isomorphisme sur 
les modules HHp. 

Le rsultat cl de cette section est le suivant 

Lemme IIll. J = Jx,f,-y 

Preuve. D'après le lemme 119 et l'galit (10"), on a 
(13') Jx,fn,-y C Jx,f,-y pour tout n 

donc J C JxJ'.-y- Pour montrer l'autre inclusion, on utilise le théorème de division 
VBl (appendice VB), sur les algbres Q^-'^'l^'l [.]. Les fonctions /„ sont algbriques 
dans les fonctions Imentaires Zj; il existe donc fl G £2 tel que /, /„ G (5^[i^] pour 
tout n. Soit (fi,. . . ,(pi une base de J. Pour tout F G QAIQ], on note 
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Q{F) = Y^ Qi {F)Vi et R{F) = F- Q{F) 

i 

o les fonctions Qi{F) et R{F) sont donnes par le thorme de division VBl. D'aprs la 
dfinition de l'idal limite transverse J, on a JxJr^,-) C J pour tout n. Donc, d'après 
le lemme de division III, on a R{fn) = pour tout n. Et, par unicité de la division 
dans le thorme VBl, on a 

R{,f) = R{f — fn) pour tout n 

Or. / — /„ = o(x"). Le Icmmc VBl implique que R{f) = o(.t") pour tout n. 
Comme R{f) & QA[fl\, on obtient R{f) = 0. Ceci prouve que / G 7r*^J), et donc 
(par un raisonnement maintenant classique), que JxJ,j C J. □ 

Dfinition III. L'indice de stationnant de la suite d'idaux {Jx,în,i) '^^^ mul- 
tipliait algbrique de f relativement x long de 7. On la note ma^if)- 

7. Preuve du thorme principal III. 

Soit n > muxif) et soit hn = f — fn = o{x"~^^^) (d'aprs la srie asymptotique de 
/). On a Jx,hn,j C J d'après le lemme IIll. Et, par le lemme de division III, on a 

K e (x"+2-)^*(j) 

D'après le lemme 117, on a (a;"+^)7r*( J) C /^Jn- Donc, /i„ G {^'^)IxJn- L'idal 
(x^) est inclus dans l'idal maximal de SB, et il est satble par x- Comme /„ est 
un fewnomial, le lemme de finitudc IBl et le lemme 118 impliquent que l'algbre 
QRTi}''^ est x-finie, et qu'elle est x-quivalente la sous-algbre des fewnomials. 

Ceci implique en particulier que Ixj = IxJn POur tout n > rnOxif)- En prenant 
n = muxif) et en utilisant la double inclusion du lemme 117, on obtient la double 
inclusion pour l'algbre QRTi}''^ 

{x"^'^-if^+nn*{Jxj,,) C IxJ C n*{JxJn) 

□ 

Remarque 112. En fait, cette multiplicit algbrique mUxif ) est le plus petit entier 
n tel que Ixj D (a;"+^)7r*(J;^,/,-y) pour tout £ > (dans l'anneau SB^'I^I). En effet, 
supposons que Ixj D {x"^°'^^^'>~^~^^)Tr* {Jxj,^) pour tout s > 0. On a 

/ - /™a,(/)-l e {x^'^-^f^-'+'n^*{JxJ,^) 

pour s > sufiisament petit (par les mmes raisonnements que ci-dessus). Donc 
et en utilisant l'hypothse ci-dessus 

(^™a,(/)-l+e)^*(j^^^_^) C IxJ^^^^n-^ + (x^^'^-^f^-'+'^KiJxJ,^) 

Par le lemme de Nakayama, on obtient 
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Mais ceci implique (par un raisonnement classique), que ^ "^xJmo^c/j-i.T' 

qui contredit la dfinition de la multiplicit algbrique ma-^{f). 

8. Morphismes srie formelle des algbres QRhf''^. 

Soit / £ QRHP''^{x, a) et soit /* = J2n>o 9i,n srie formelle de / relativement 
la variable Xi (cf. Df. IA5). Montrons qu'elle est unique. Notons = J2e<n9hn- 
Soient K e SB^'^''^ tels que 

/ fi,n ~ 

Soient C/j^„ € ((R+*)p x RI'^IjO) une suite dcroissante d'ouverts telle que /i_„ et /i„ 
soient ralises sur Ui^n- Soient x'"' = (a;i,„,... , 0, x^+i, fil • • • : '^p,n) tel qU6 

a;j,„ > et (a;("\0) appartient l'intrieur de Ui^n n {x» = 0} dans KP+I«I-i. Le 
germe de f,fi,n et /i„ en {x^"'\0) est un Iment d'une algbre QRH}''^ {xi,a') (qui 
dpend de n par les coordonnes analytiques a'^ = Xj — Xj.„ pour j 7^ i). Le germe 
en (x*^"\0) de gi^e (pour £ < n), est un Iment du M{a'}-module correspondant 
iïW^ C QRH}''^ {xi,a'). Donc, par le lemme 119, si / = alors = 0, et ceci 
pour tout n. Par consquent la srie /* est identiquement nulle. L'injectivit de ce 
morphisme srie formelle est une consquence facile de la proprit de quasi- analy cit. 

En partant de chaque srie formelle /*, et en utilisant une rcurrence sur p, on 
construit une srie formelle unique 

/Gc*(M{a}[[X]]) 

au sens suivant: pour tout n 

o M.X est l'idal de SB^'''' engendr par les coordonnes xi, . . . ,Xp. Pour prouver 
l'unicit de cette srie, il suffit do se placer dans n'importe quel carte projectivc dans 
la coordonne x, par exemple: Xi = yi et Xi = yiUi pour i ^ 1. On utilise alors 
la mthode de la premire partie de ce paragraphe, aux voisinages de points tels que 
yi = 0, a = et > pour i ^ 1. Les formules suivantes (obtenues par un 
calcul direct) 

Zij{xi,iJ,j) = Zij{yi,iJ,j)yi + {yi + iJ,jZij{yi, iJ,j))zij{yi, iJ,j) 

montrent que les jets dans les fonctions Imentaires Xi{yi,iJ.), sont prservs (les fonc- 
tions Zi,j(yi,fij) sont analytiques dans les coordonnes yi — yi^n)- L'injectivit de ce 
morphisme est encore une consquence facile de la proprit de quasi-analycit. 

III. Action de la drivation x = xd/dx — Y^^j^i Sj{a)ujd/duj 

Soient a = {ji, v) des coordonnées sur x et soit u une coordonnée sur 
]R^. Posons a' = {a,u) et q = {q\,q2 + (). On veut tudier l'action de la drivation 
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X sur l'algbre QRH^''^{x,a'). Les germes sj sont analytiques et on suppose pour 
simplifier la prscntation que Sj{a) = 1 + nj. Soit U G (R+* x kI''I,0) un ouvert 
tel que le sous-ensemble 7 = {{x,a') £ U; a' = 0} soit connexe. C'est une orbite 
principale de x dans U. Soit ir-^ (le germe de) la projection intgrale de x dans 
U. Quitte rduire U, l'espace ir^iU) s'identifie à une transversale analytique à 
7: W = {x = Xq > Q}. Des coordonnées analytiques naturelles sur W sont les 
intégrales premières de X; c'est dire la coordonne a et les (coordonnes) germes 

Xj{x,a') = ^''^("^Uj e QiîH^'« 

Les idaux x-transverses le long de 7 sont donc des idaux de l'anneau M{q;, A}, et 
on a le morphisme toil 

La question qui se pose est: Talgbre QR'H}''^ est-elle x-finie? Le problme est 
ouvert. Cependant, on montre dans cette section, qu'elle est localement x-finie. 

A. Etude globale et thorme principal 2. 

Le germe en de la projection tt^ n'est pas isomorphe celui d'une pro- 
jection linaire, d'o dos difficults nouvelles dans l'tude de cette action. La premire 
difficult apparat dans l'tude de l'action formelle de x- 

1. Action formelle. 

Notons r = (1, (1 + nj)) et s = {sj). Les valeurs propres de l'oprateur x sont 

em,n{a) = {m,r) - (n, s) 
Les monômes X^m" satisfont aux équations différentielles 

X(X"u") = e™,™^:"^" + monmes >- 

pour un ordre -< adquat sur ces monmes (induit par l'ordre sur les monmes X™). 
Le degr d'un monme X"^u" relativement x est |m| — \n\. Soit c l'immersion 

c{x,a,u) = (X(.T, /i), a, u) 

Dfinition IIIAl. On note HHp C c*(M{a}[[X, u]]) le R{a}-module des sries de 
monmes de degr p G Z. Ses Iments sont dits blocs x-homognes formels de degr 
P- 

Dans l'action de xo = xd/dx (cf. section II), on a montr l'existence d'une ap- 
plication srie formelle injective. Par une construction explicite, on en dduit 

facilement le 

Lemme IIIAl. Il existe une application srie doublement formelle et injective 

Preuve. Soit / G QRH^''^{x,a'). Sous l'action du champ xo> on lui associe une 
unique série formelle 
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(1) ? = E SoMif) 

M>0 

OÙ go, M est un bloc xo-homogène de degré M, i.e 

9o,M = E ««(a')^" 

\m\=M 

Or (?o,m(/) € QRHl^g{x,a'), on lui associe donc une unique série convergente 

(2) 5'o,m(/) = E .9p(5'o,m(/)) 

où gpigoMif)) un bloc x-homogène convergent de dgr p. Les blocs formels 
dpif) sont donns par 

fp(/) = E 9p{go,M{f)) 

M>p 

Cette application est injcctive comme les applications (1) et (2). □ 

L'anneau c*(R[[X, a']]) ^ c*{M.{a}[[X, u]]) est noethrien. Grec au tliorme d'intersection^ 
de Krull et au lemme d'Artin-Ress ([L]), on va montrer que toute sric / est %- 
quivalente une somme finie de blocs x-homognes (par des raisonnements abon- 
damment employs dans la section II) . L apparaissent les premires difRcults de cette 
action: ces blocs x-homognes gp{f) peuvent tre formels, et mme en cas de con- 
vergence d'un bloc gp, les valeurs propres correspondantes 6^,71 peuvent avoir des 
points d'accumulation dans Z \ {p}. 

Lemme IIIA2. Soit e{a) un germe analytique en 0, tel que e(0) ^ p, et soit 
l'oprateur E = x — eld. Pour tout g € HHp, on a Eg 

c*{n[X,a']]). 

Preuve. Il suffit de montrer que C Ix.Eg- Soit Gk 
drivation x est diagonale dans la coordonne u, on a (Eg) 
Gk est dans le noyau de l'oprateur 

n ~ em,nld) 

\Tn\ — \n\=p, \n\<k 

comme e(0) 7^ p, on montre par les mmes arguments que dans le lemme 115 que 
Ix,EGk = ^x,Gk- Soit Ai l'idal maximal de c*(M[[X, a']]). On a donc pour tout k 

Ix.g C Ix,Eg + M'' 
on obtient le rsultat par le thorme d'intersection de Krull. □ 



= Ix,g dans l'anneau 



= itid)- Comme la 
= EGk- Or le germe 
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Lemme IIIA3. Notons /p,,p, = Y.p,<p<p^9p{f), alors /x,/pi,p, C /x./pi.p^+i- 
Preuve. Le germe jS(/pi,p2) est dans le noyau de l'oprateur 

Jl (X - em,nld) 

pi<|m| — |n|<p2; |"|<fc 

et par le lemme III A2, on a 

on conclut par le thorme d'intersection de Krull. □ 

Lemme IIIA4. Il existe pi,p2 tels que f = fp^^p^ [c-*{'^x,u))IxJpi,p2]- 

Preuve. D'aprs le lemme IIIA3, la suite d'idaux {Ix,S-p,p) est croissante et par le 

thorme d'intersection de Krull, sa limite est l'idal difïrentiel de /. Donc pour tout 
p G Z, on a Ix,gp{î) C p Soit ki et fca les exposants d'Artin-Ress des idaux Mu 
et c*{Mx) dans l'idal p II sufBt de prendre pi = —ki et p2 = fe- O 

2. Multiplicit algbrique et la double inclusion. 

Soit / e QRH^''^{x,a,u). Dans l'action de Xo sur QRH}'-, la premire inclusion 
est tablie grce la structure asymptotique de QRH}'- (bien adapte Xo)) et la 
notion de multiplicit algbrique: c'est le plus petit entier m tel que pour tout e > 
0, {x"^~^^)T^xo('^xoJ,'yo) C IxoJ dans l'anneau SB^'- correspondant. C'est aussi 
l'indice de stationnarit de la suite des idaux xo-transverses des Iments de la srie 
de / relativement xo- D'aprs l'tude de l'action formelle de x, cette structure 
asymptotique n'est plus adapte x et les les sous-espaces stables HHp sont formels. 
Ceci motive la 

Dfinition IIIA2. Soit f = X]pgz5p(/) srie de f relativement x- Le germe f 
est dit qucisi-convergent si gp{f) G QKH^^^g pour tout p. On note QRH^^yg le 
M.{a} -module correspondant. 

Soit / G QRHg'^yg. Lbs sommes finies correspondantes fpi,p2 sont des Iments de 
l'anneau restriction analytique QRHl^y'g. Les lemmes IIIA2 et IIIA3 s'appliquent 
sur cet anneau. Soit If l'idal limite diffrentiel de la suite {Ix.j-p p)pei^ et soit 
Jf l'idal limite transverse de la suite {JxJ-p,p,'y)pez,- On obtient (en utilisant les 
lemmes III A2 et IIIA3, et les raisonnements de la section II) 

^/ = X) ^x,gp(f) et ^/ = X] •^x,gp{f),j 

Il s'agit de comparer les idaux // et /^./ dans l'anneau SB^'\i\, et les idaux Jf et 
Jx,f,-y dans l'anneau M.{a, A}. Soit Al' l'idéal maximal de R{a, A} et soit K{Ai'^, Jf) 
l'exposant d'Artin-Ress de l'idéal Ai'^ — (Ai,... , A^) C M{a, A}, dans l'idal Jf. 
Soit po le plus petit des entiers p > —K tel que Jx,gp,i M' Jf. 
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Dfinition IIIA3. La multiplicité algébrique ma-^{f) est l'indice p de station- 

narité de la suite croissante des idéaux {JxJp^ p,i)p>po- -^'^ multiplicité algébrique 
positive est ma^{f) = max{TOa;^(/), 0}. 

Cette multiplicit algbrique est invariante dans les perturbations de / dans l'idal 
n^{M'Jf)riQRHg'^yg. Ceci permet d'tendre QRHg'^yg en une classe d'iments poss- 
dant la notion de multiplicit algbrique 

Dfinition IIIA4. Un germe f & QR'H}''^ est dit presque quasi-convergent s'il 
est limite dans la M(^ct,u)'topologie de d'une suite {fn)n de germes quasi- 

convergents, dont la suite des idaux limites transverses {Jf„)n est croissante. 

Lemme et dfinition IIIA5. Tout germe f presque quasi-convergent possde une 
multiplicit algbrique ma^{f) qui est la limite de la suite {ma^{fn))n, et un idal 
limite transverse Jf qui est la limite de la suite {Jf„)- 

Preuve. Montrons que les suites {ma^{fn)) et (J/„) admettent des limites qui ne 

dpendcnt que de /. Soit J l'idal limite de la suite (J/„) d'indice de stationnarit 
no et soit K l'exposant d'Artin-Ress de l'idal dans J. Soit k > K, pour n 

assez grand et n' > n, on a /„/ - /„ e et donc gp{fn') - 9p{fn) € 

pour tout p G Z. Par consquent, si n > no, on a ■^x>sp(/„')>7 ^ •^x,5p(/n),7 + M.'J 
et Jx,9p(/n).7 C '^x,ap{f^i),i + M'J- En sommant sur p la premire inclusion par 
exemple, on obtient 

le lemme de Nakayama et la dfinition de J = J/„ donnent ma^{fn) < ma^{fn')- La 
deuxime inclusion donne l'ingalit inverse. La suite {ma-^{fn)) est donc stationnaire. 
Notons ma sa limite. 

Soit (/^) une autre suite de germes quasi-convergents qui tend vers / dans la 
M (a,u)"topologie et dont la suite des idaux limites {Jf^) est croissante. Soit J' son 
idal limite d'indice de stationnarit u'q et soit ma' la limite de la suite {ma^{f^J). 
Montrons que J' = J et ma' = ma. Pour tout k et n > max(no, u'q) assez grand, on 
à f'n- fn& -^fa.w) 9p{fn) " 9p{fn) G X^^^-, pour tout p. Par consquent, 

J' C J + {M')'' et J C J' + {M')'' pour tout k. Par le thormc d'intersection 
de KruU, on obtient J' = J. Notons Jf cet idal. En appliquant le raisonnement 
ci-dessus — /„ et J/, on obtient ma' = ma. □ 

Soit Wq c W un semi-analytique de l'anneau M.{a, A} qui adhrc 0. Soit 
Uq = 7r~^(Wo). On dfinit de la mme faon, une multiplicit algbrique restreinte 
TOa^(/|(7i,) en considrant les idaux ^-transverses et leurs idaux limites dans l'anneau 
restriction M{q;, Aju^/^. On verra dans la partie B que tout / G QRH^''^ admet 
une localisation finie dans laquelle il est ( extension toile prs), presque qucisi- 
convergent, et donc possde une multiplicit algbrique restreinte. 

2.1. Exemples de germes qucisi-convergents. 

Omettons les exposants l,q et l,\q\ pour un moment. 
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(a) La sous-algbre intgrede-linaire h*{QR'H}''i{x,a,\)). 

Soit Uq e X MI«I,0) et soit A le diflFomorphisme sur U dfinie par 

A(a::, a, u) = (x, a, \(x, a, u)) G 

L'image K{U) tant ouverte, le morphisme A* : SB^'\'i\x,a,\) SB'^'^''\x,a,u) 
est injectif, la sous-algbre QRH^''^{x, a, A) est donc isomorphe la sous-algbre 

A*(QiîH^'«(a;,a,A) C QRn^''i{x,a,u) 

(l'inclusion s'obtient en remarquant que x''^^ = x + iijz(x, j-ij)). Le champ A*x coïn- 
cide avec la restriction A(J7) du champ xo et le diagramme suivant est commutatif 



SB{x,a,\) — - — > SB{x,a,u) 



(*) 



Xo 



X 



SB{x,a,\) — - — »■ SB{x,a,u) 



Lemme IIIA6. K*{QRH{x, a, A)) C QRHgcvg- 

Preuve. Soit F e QRn{x,a,X) et soit / = A*{F). Soit / = J2pei.9pif) la série 
formelle de / relativement à x, et soit F = J2p>o9o,p{F) la série formelle de F 
relativement à xo- Prolongeons le morphisme A* aux srics formelles: A* (F) = 
J2p^*{9o,p{P))- D'aprs le diagramme ci-dessus, l'image par A* d'un sous-espace 
stable par est incluse dans un sous-espace stable par x- plus prcisment, pour 
p > 0, A*{HHp) C HHp n QRHcvg ■ Donc, en utihsant les formules (1) et (2) du 
lemme IIIAl, qui dfinissent la srie de /, on obtient gp{f) = A* {go,p{Fj) G QRHcvg, 
pour p > et gp{f) = pour p <0. En effet, crivons 

\n\=p,\m\>0 

les sries J2\m\>obn,m{cf)X™ tant convergentes sur un voisinage de 0. Soit 

avec Fm = ^ 6„,„(a)X"A'" 

M>0 |n|-|-|m|=M 

la srie de F dans les variables (AT, A). Elle est bien dfinie d'aprs la srie F et l'analycit 
dans les coordonnes A. Le germe A*{Fm) est un bloc Xo-homogne de degr M. De 
plus, on vrifie facilement que pour tout M 

A* {F- Y, Fm') = o{x'^) dans l'anneau S'B 

M'<M 

Ceci prouve que A*{Fm) = 5o,m(/)- Or, il est facile de voir que 5p(5o,m(/)) = 
si p < ou p > M, et que 5p(5o,m(/)) = E|„|=p,|m|=M-p ^*(^n,mA:"A™) pour 
<p < M. D'aprs la formule (2), on a 
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9pif) = 5p(5o,m(/)) Y. 

M>p M>p \n\=p,\m\=M-p 



A*(6„,„X"A™)) 



donc 



gp{f) = A*{goAF)) 
et ceci finit la preuve du lemme. □ 

Soit 7o = A (7), clic est principale dans Uq, et le morpliisme A est un difFomor- 
phisme de U sur un voisinage de 70. En identifiant les intgrales premires de x st 
XO) on obtient le diagramme commutatif 



U W 

(**) A id 



Les idaux x-transverse et xo-transverse coïncident (lemme de transfert IB6). Donc 
si F e QRH{x, a, A) et si / = A*{F), on a Jx,/.7 — '^xo,f,io i— "^f d'aprs le thorme 
principal III). Or, on a Jf = Jf d'aprs la dfinition de l'idal limite transverse, et 
les sries de / et F. Et donc ma^{f) = maxo{F) > 0. On a aussi // = A*(/_f) = 
^*{-^xo,f) — ^x,f utilisant le diagramme (*). Par consquent, en appliquant le 
morphisme A* la double inclusion 

et en utilisant le diagramme (**), on obtient la gnralisation facile du thorme prin- 
cipal III 

Lemme IIIA7. L'algbre A*{QR'H{x,a,X)) est x-finie et satisfait la double in- 
clusion. Elle est x-Quivalente la sous-algbre A*{QRHcvg{x,a,X)). 

(b) La sous-algbre algbrique QRH{x,a)[u]. Elle est clairement incluse dans 
QRTiqcvg (les blocs x-homognes sont algbriques dans les variales (AT, u)). Soit 
/ e QRn{x,a)[u] de degr N{f) en u, et soit S{ijl) = N{î)Y!j^^Sj. Alors, / = 
Ep>-Ar(/) 9p{f), et le germe 

h = x^'^f^f 

s'identifie un Iment de l'algbre A*{QRH{x, a) [A]) (en utilisant les formules x^'Uj = 
Xj). De plus, gp{h) = x^^^"^ gp_s(o)if) pour tout p > {£ - l)N{f), et gp{h) = si 
p < {£ — l)N{f). La multiplicit algbrique de h est (par sa dfinition), ma-)^{h) = 
ma^{f) + iN{f). Donc en appHquant les rsultats du (a), on obtient 

Lemme IIIA8. L'algbre QRH{x,a)[u] est x-finie et satisfait la double inclusion 

{x"^<(f^+nn*^{jf)cl^j et (a.^^(/)+^)7^,/C7r*(J/) 
Elle est x-Quivalente la sous-algbre QRHcvg{x, a)[u\. 
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Le facteur dans la deiixime inclusion, est optimal comme le montre l'exemple 

suivant: / = u^xlogx {£ = l et s = 1), l'idal x-transverse de / est (A^). l'idal 
satur 7r*(J^j_-y) est l'idal (x'^u^). Le plus petit entier n tel que a;"/ G {x^u^) 
(dans l'anneau SB), est N. 

(c) La sous-algbre convergente QRHcvg- Elle est x-fini'^ d'aprs le lemme 
d'extension IB2 (mmc dmarche que dans la section II). Le lemme IIIA4 s'applique 
cette algbre noethrienne: // = I^j et J/ = JxJ,^- Soit HHp C QRHcvg le M{a}- 
module des blocs x-homognes de degr p G Z. Si £ > 0, il est de dimension infinie 
et la mthode de rduction de la section II est inoprante. Une premire approche la 
premire inclusion est 

Lemme IIIA9. Soit g G HHp d'idal x-ti^ansverse Jg et soitp'^ = max(p, 0). Pour 

tout e > et pour tout N 

{xP^+'K{Jg)cIx,g+n*^{{M'^r) 

Preuve. Par rcurrence sur £. Le cas £ = est donn par le lemme 114. Supposons 
£ > 0. L'idal J^.g tant noethrien dans QRHcvg, 9 satisfait une quation diffrentielle 
rsolue 

Mo 

^Mo + l^_^;^.^,^^0 
i=0 

Son idal x-transverse est donc engendr parla restriction de la famille (g, .. . ,x^".9)| 
toute transversale {x = xq > 0}. Quitte effectuer une homothtie en x, on peut 
supposer que le polydisque de convergence de la srie de g (dans les variables X), 
contient la transversale {a; = 1}. Et quitte effectuer une ramification x' = x^" , et 
augmenter le nombre des variables ji, on peut supposer que = 1. Ordonnons g 
en puissances croissantes des fonctions Imentaires z: g = X^|j„|>o ûm-z"* et posons 

Qm = ^ amz"^ 

\m\<M 

u' = {ui,... ,Ui-i) et A' = (Al,... ,A^_i) 

On vrifie facilement (sur les monmes de g m), que le germe x'^~PgM s'identifie un 
Iment g'j^ de l'algbre {A')*{QRH{x,a,Xc,u')) avec 

A' (a;, a, u) = {x, a, Xi, u') et A^ = xu(. 

Comme on l'a vu au (a), l'action de x sur cette algbre est quivalente celle de la 
drivation 

sur l'algbre QRH{x,a, Xe,u'). Soit Gm = {{A')*)~^{g'j^). Il est x'-homogne de 
degr M. Par l'hypothse de rcurrence 
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(x^+^)7r*,(JG„) C /x'.Gm +<'((A^1')^) 

Or l'idal x'-transverse de G m coïncide avec l'idal x-transverse de qm et le relev de 
son idal difFrentlel est {x'^~^)Ix,gM- Donc en relevant cette inclusion, on obtient 

(x^^+^)7r*(J,„) C /x.SM +<((A^a)^) 

Maintenant, si M > Mq et si on se restreint la transversale {x = 1}, on voit 
que l'idal x-transverse de g m contient celui de g. Et si on prend M > TV on 
ag-gM & t^xH-^x)^)- ^'o rsultat. □ 

Lemme IIIAIO. Soit f G QRHcvg- Pour tout e> Q et pour tout N 
(a:-<(/)+^)7r*(J/)c//+7r*((M',)^) 

Preuve. Soit po comme dans la dfinition IIIA3, et soient px < po et P2 > ma^{f ) 
tels que // = Jx,/p^,^^. On a 

P2 ma+(f) p2 ma+{f) 

p=Pi p=pi p=pi p=pi 

on obtient le rsultat en appliquant le lemme III A9 aux fonctions gp. □ 

l'anneau SB n'tant pas noethrien, on ne peut passer la limite dans ces inclusions. 

Comme dans la section II, on contourne cette difScult grce au thorme de division 
VB2 (appendice VB), et grce au lemme de Nakayama. On obtient le trs important 
rsultat suivant 

Thorme IIIAl (thorme principal 2). L'algbre QRHcvg satisfait globalement 
la double inclusion: pour tout / G QBHcvg de multiplicit algbrique ma'^, il existe 
un entier n{f) tel que pour tout e > 

{x^"^+nn*^{jf)clxj et {x-^f^)I^jCn*^{Jf) 

Preuve. La difRcult rside dans la transcendance des intgrales premires non triviales 
de X- Grce la convergence des sries d'iments de QRHcvg, on montre d'abord que 
l'action de x sur cette algbre est quivalente celle d'une drivation d'intgrales premires 
non triviales algbriques, sur une autre algbre convergente. Le thorme de division 
VB2 s'applique cette nouvelle drivation. 

Gnralisons le difFomorphisme A en les diffomorphismes Ag suivants: soit s > 

et As : {x, a,u) ^ U {y, a, v) € Us avec 

y = a;ïTï et Vj=X^~^^^Uj 

Le champ (s + l)(As)*x coïncide avec la restriction As{U) du champ 
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Le morphismc A* : SB{y,a,v) SB{x,a,u) est un isomorphisme sur son image 
et le diagramme suivant est commutatif 



(*) 



SB{y,a,v) 
SB{y,a,v) 



a: 



a: 



SB[x, a, u) 



SB{x, a, u) 



Soit 7s = As (7), elle est principale dans Us et le morphisme As est un diffo- 
morphisme de U sur As(L'') qui est un voisinage de 7s. En identifiant les intgrales 
premires de x et ^^s) on obtient le diagramme commutatif 



U 



W 



(**) 



As 



id 



Us 



W 



Les idaux x-transverses et ^'s-transverses coïncident. 

Si s est un entier> 2, un calcul simple sur les monmes montre que l'image 

Al{SB{y.a,v)) contient les K{a}-modulcs HHpix, a.,u) pour p > 0. Et il existe 
un morphisme linaire: a 1-^ tel que l'image réciproque {Al)~^ {HTi.p{x, a,u)) 
est incluse dans le ]R{/3}-module HH(s+i)p{yj Pi v) des blocs 3^s-homogènes de degré 
{s + l)p, restreint l'image f3{a). En effet, si Zj est une fonction Imentaire de l'algbre 
QRTi.{x, a, u) qui satisfait l'quation xoZj = rjZj+x, la fonction Zj = y~^{Al)~^{zj) 
satisfait l'quation yoZj = {rj + s{rj — l))Zj + (s + l)y. Si m et n sont des multi- 
indices tels que |m| — |n| = p > 



(2') (A*)"l(X™u") = y^o+s\m\-2\n\ "Q ^m, -Q ^„^(l-(s+l)^j)^n,- 

Maintenant, il sufBt de remarquer que = y — (§ + l)/ijyLd(î/, — (s + 1)/^^) 

et d'utiliser la convergence des sries d'iments de HTip. 

Soit / e QRHcvg{x, a, u) et soient pi et P2 comme dans le Icmme IIIAIO. Quitte 
à remplacer / par x^P^f, on peut supposer que pi > 0. Soit s un entier> 2 et 
F = (A*)^^(/p^_p2). C'est un Iment de l'algbre QRH{y, f3,v)cvg retreinte l'image 
(3(a). La multiplicit algbrique de F relativement X est (s + l)ma^(/). Le lemme 
IIIAIO s'applique l'action de 3^s sur cette algbre: pour tout £ > et pour tout iV 
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Le thorme de division VB2 s'applique l'action de y s sur l'anneau SB{y,a,v). 
Soit n{F) l'entier donn par ce thorme. il ne dpend que de Jp = Jf et de s. Le 
thorme de division VB2 appliqu F fournit la deuxime inclusion 

(3) {y''^^^)Iys,FCn*y^{JF) 

Soit {(fil, .... (Pl) un systme de gnrateurs de Jp dans l'anneau M.{a, A} et soit 
N > {s + l)ma+ + n{F) + 1. Pour tout i = 1, . . . ,L l'inclusion ci-dessus montre 
qu'il existe hi S SB{y,a,v) tel que 

(4) y(.+l)^^a++e^*^ (^.) _ yN f^, ^ j^^^^ 

Ceci implique que l'idal J^^-transverse de /i, est inclus dans Jp- Donc par le thorme 
de division VB2, les inclusions (4) donnent 

et par le lemme de Nakayama, on obtient 

(5) (?/^+''""^+^hk(-^F)c/y,,F 

On applique alors le morphisme A* aux inclusions (3) et (5) et la commutativit du 
diagramme (*) pour obtenir le rsultat. □ 

Remarque IIIAl. De cette preuve, et du thorme de division VB2, on dduit le 
rsultat suivant: si h € QRH^^g, et si son idal x-transverse est inclus dans celui de 
/, alors 

(a;"(/))7^,„C7r*(J^,/,^) 

Remarque IIIA2. Soit Wq C un semi-analytique de l'anneau M{q;, A}, qui 
adhre 0. Soit Uq = 7r~^(Wo). Il est clair que le lemme III A9 est vrai sur les 
restrictions Wq et Uo (la multiplicit algbrique restreinte coïncide avec la multiplicit 
algbrique d'un bloc gp). Par consquent, le lemme IIIAIO et le thorme principal 
IIIAl, sont encore vrais sur les restrictions Wq, Uq, en utilisant la multiplicit al- 
gbrique restreinte ma-^{f\u^). 

2.2. Exemple de germe presque quasi-convergent. 

Soit / e QRH^''^{x,a) d'idal x-transverse JxJa- / (o^ "^xJ.t) 

satisfait l'hypothèse {HX) s'il existe un entier N{f) tel que 

On note C\ la classe des germes qui satisfont l'hypothse {HX). Tout f & C\ 
est presque quasi-convergent: soit /„ = il est quasi-convergent et par 

le lemme IIIA8, J/^ = Jx,/n.7- -P^^ l'hypothse {HX), on a JxJ,i C J/„ + M' JxJ,'y 
Donc, par le lemme de Nakayama, on a Jx>/>7 — "^U ■ plus, la suite (/„) converge 
vers / dans la A^(„ „)-topologie. Par consquent, / possde une multiplicit algbrique 
max{î) et J/ = J^j,^- 
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Lemme IIIAll. La classe C\ est x-finie et satisfait la double inclusion 

(a;™<(^)+-)7r;(J/)c/^,/ et {x'^'^f^+n^xJ <^ 
De plus, elle est x-Quivalente la sous-classe QRH].^g n C\. 



Preuve. Par l'hypothse {H\), - /q) € 7r*(J/). Et par le lemme 

IIIA8, (a:^^(^)+^)/x,/„ C 7r*(J/), d'o la deuxime inclusion pour /. Soit F = 
.mu)+ma^^j - /o), on a / - /o - F G (x'"''^+-)7r* ( J^), et l'idal x-transverse 
de F est inclus dans M'Jf. Le germe /o a la mme multiplicit algbrique que /, et 
d'aprs le lemme IIIA8, il est x-Quivalent au germe 



-N{f)<p<ma+ 

De plus on a fo-h G (a;™" +^)7r*(J/). Maintenant, le germe h + F ç QRTi.cvg 
a la mmc multiplicit algbrique que /, et il est algbrique dans la variable X, il est 
donc x-quivalent un germe H algbrique dans les variables {X,u) (cf. (c)). D'aprs 
le lemme IIIA8, le germe H satisfait la premire inclusion. Comme f — {h + F) e 
germe / satisfait la premire inclusion et il est x-Quivalent 

H. □ 

Ce lemme est encore vrai pour la classe C^ i^^ des germes / qui satisfont l'hypotlisej 
(iîA) sur une restriction Wo(/) C W. 



B. Etude localise et thorme principal 3. 

Pour £ = 0, on a montr dans la section II, que l'algbre QR'H}''^ est xo-finie, et que 
tout Iment / se divise dans son idal x-transverse JxaJna^ dans l'anneau Q^l^'l'^l [il /]. 
La question qui se pose alors est la suivante: / se divise-t-elle dans Jxo,f,io dans 
un sous-anneau de QA^'I^I, qui possde une structure asymptotique Imentaire? 
La rponse est oui modulo une dsingularisation de JxoJ,io (voir ci-dessous). 

Pour (. > 0, on a vu dans la partie A que si le germe / est presque quasi- 
convergent, il existe un entier n tel x^f se divise dans son idal x-transverse (qu'on 
note simplement J/), disons dans l'anneau SB (on peut montrer que la division 
se fait dans l'anneau QA, mais ceci ne sera pas utilis). Je pense qu'il est possible 
de gnraliser le thorme de division VB2 l'action de la drivation x (ie. avec valeurs 
propres Sj(/i) transcendantes), en utilisant encore les techniques de la rfrence [B- 
M]. Cependant, si le germe / est gnral, sa srie formelle relativement x (cf- lemme 
IIIAl), est doublement formelle. D'o la difHcult de pouvoir approcher son idal 
X-transverse J/, par l'intermdiaire d'idaux x-transverses de germes simples. 

Si cet idal Jf tait principal et monomial, sa reconnaissance dans la srie de 
/, serait une simple tude sur les sries Tayloriennes. D'o l'ide du lemme IIIBl ci- 
dessous, bas sur une dsingularisation d'Hironaka. Grce cette dsingularisation, 
on montre le thorme principal suivant 
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Thorme IIIBl (thorme principal 3). L'algbre QRH^''' est localement x-finie. 

Nanmoins, cette dsingularisation donne un caractre fortement technique la 
preuve du thorme. Il est donc trs souhaitable d'avoir un rsultat global (de 
finitude), par les mthodes algbrico-gomtriques des sections II et IIIA. 

Lemme IIIBl. Soit J un idal de l'anneau M{a, A}. Il existe une dsingularisation 

d'Hironaka {ip,J\f) telle que dans chaque carte {a, Va), l'idal -ip^l J) est principal et 
monomial. Autrement dit, il existe une coordonne v sur Va, et un multi-indice n, 
tels que tpl{J) = (î;"). 

Preuve. Elle est base sur une rcurrence sur le nombre de gnrateurs (indpendants) 
de J. Soit ... , Vl) un systme de gnrateurs de J. Si L = 1, par une dsingu- 
larisation d'Hironaka ([Hirl,2]), le gnratuer Lpi se rclvc localement en un germe qui 
est quivalent un monme. Si L > 1, on applique une dsingularisation d'Hironaka 
au germe 

(/^l X • • • X X {ipL - fL-l) 

s'il est non identiquement nul. Localement dans cette dsingularisation, les trois 
germes ^Pl-i, <Pl et (pi, — ^l-i sont quivalents des monmes. Donc, en utilisant 

l'ordre lexicographique sur les monmes, on a ou bien {ipi,_i) C {'Pl)j ou bien 
{'Çl) C {(pL-i) et on applique l'hypothse de rcurrence. □ 

Preuve du thorme IIIBl. Pour bien illustrer les tapes cruciales de cette preuve, 

commenons par le cas ^ = 

1. Cas i^O. 

Soit / G QR'H^''^{x,a) {q = (91,(72)), et soit J/ son idal x-transverse le long de 
7 (x = Xo et 7 = 7o). Montrons que / se divise localement dans J/ dans un 
sous-anneau de QA qui admet une structure asymptotique Imentaire. Soit 

/ = X]n>o 5" ®^ asymptotique formelle relativement la drivation x (section 
II). Les fonctions sont des blocs x-homognes de degr n, autrement dit si 

La{x,iJ,j) = 

Zj{x, jjL) = a;Ld(x, jij), z = {zi, . . . , Zq^) et X = {x, z), alors 

9n= ^ am{a)X'^ 

\ra\—n 

avec ttm G ]R{a}. On a vu dans la section II que si on note /„ — X^„/<„ alors 
/ — /„ G {x")SBo pour tout n. Soient Jg^, Jf^ et Jf les idaux x-transverses le 
long de 7. Ce sont des idaux de l'anneau R{q;}. La suite (J/„) est croissante et elle 
converge vers Jf grce la proprit de quasi-analycit dans la coordonne x. De plus, 
pour tout n, on a / — /„ e (a;")7r* (Jy ) dans l'anneau SBq. Et, J/„ = J2n'<n "^Sn'- 
Donc, par unicit de la division (voir ci-dessous), il suffit de montrer que pour tout 
n, le bloc gn se divise localement dans Jf, dans un sous-anneau de QA qui possde 
une structure asymptotique Imentaire (ce sous-anneau tant indpendant de n!). 
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Soit {ip, M) une dsingularisation dans laquelle l'idal J/ est principal et monomial 
(lemme IIIBl), et soit (a, Va) une carte de coordonne v telle que 

p 

i'IiJî) = avec Lp{v) = Y[ Vj"'' 

On peut supposer, sans perte de gnralit, que p = \q\. Les variables analytiques 

de grande complcxit dans l'algbrc QRTi^''^(x, fj ,u), sont les variables /i. Par une 
suite d'clatements sphriques dans la coordonne v, on suppose que les relevs fij^a des 
fonctions /ij sont prpares de la faon suivante: pour tout i = 1, . . . ,p 

(1) Mi,a(t^) = IJ'j,p+l-i + 

les fonctions /ij^p+i-i tant indpendantes des coordonnes (vj, . . . ,Vp) et 

IJ-'j^p+l-i G{viX---XVi) 

En effet, effectuons un premier clatcmont sphrique dans la coordonne v: v = tiw 
o ti est une coordonne locale sur (M, 0), et w G S''~^ la sphre de W. Soit une 
coordonne analytique locale sur {Sp~^,w) = (M^"^, 0). Le relev du germe Hj^a s'crit 

(avec pi = 0!). Supposons que, aprs i clatcmcnts sphriques des coordonnes 
(j = 0, . . . , i — 1, = v), le relev du germe /jj^a s'crivc 

o f' ^ [ti, . . . ,ti) est une coordonne analytique sur [W , 0), et est une coordonne 
analytique sur (MP^*,0). On applique alors la premire tape au germe 0i(O,w*) (si 
p — i > 1), et on pose pi+i = pi + 1\ x ■ ■ ■ x ti6i{t, 0). On obtient les formules (1) 
en posant 

P-j,p+l-i = Pi et /ij-,p+l-i = tl X • • • X tiOi 

Notons toujours {tp^M) la compose de ces deux dsingularisations (l'idal (cp) est 
toujours monomial dans cette dsingularisation). Notons B l'une des algbres SB, QA 
ou QRTL (sans prciser les exposants). Dans la carte (a, Va), une extension naturelle 
de l'anneau B{x, a), approprie /, est l'anneau {B{x, a, v), tt), o tt est (le germe de) 
la projection canonique: {x,a,v) & U x Va ^ {x, a) ^ U {U & (K+* x Ml'2l,0) est 
un ouvert produit). Prcisons un peu, dans ce cas simple, les proprits du transfert 
par le morphismc tt. Notons toujours x — xd/dx la drivation dfinit sur U x Va- Le 
morphisme tt est une submersion, et on a 7r*x = X (la coordonne v est une intgrale 
premire de et la restriction de tt aux fibres {v = const} est un diffomorphisme sur 
son image U). L'orbite F = {{a,v) = 0} est principale dans U x Va, et 7r(r) = 7. 
Notons ttq la restriction de tt une transversale {x = Xq > 0}. L'idal x-transverse 
de TT*{f) = f, est l'idal prolong 7rQ( J/) C M{a, v}, il est cngcndr par un systme de 
gnrateurs de Jf dans M{a}. Le morphisme \l/o : v &Va {tpa{v),v) G Wa est une 
immersion analytique, qui est un diffomorphisme sur son image Wa C {x = xq). 
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L'anneau restriction M{a,î;}ny^ est donc isomorphe l'anneau Mjî;}. Par consquent, 
on a7rS(J/)|iy„ = {cp). 

De mmc, posons Ua = 7r~^(Wa), le morphisme $a : {x,v) S (M+*,0) x i-> 
{x,'i>a{v)) e Ua est une immersion analytique, qui est un diffomorphisme sur 
son image Ua- Donc, si B est l'une des algbres SB ou QA, l'anneau restriction 
B{x, a,v)\u^ est isomorphe l'anneau B{x,v). La drivation x est prserve par ce 
diffomorphisme. Soit g un bloc x-homogne de la srie de /. Notons fa = ^a(/|c/„) 
et ga = ^%{g\u^). D'aprs le lemme de transfert IB6, l'idal x-transverse de fa le 
long de l'orbite {v = 0}, est {(p). On a g G 7r*(J/), donc ga € 7r*(((p)). Il s'agit 
de montrer que le quotient de la division de g a par ip, est dans un sous-anneau de 
QA^ P{x,v) qui possde une structure asymptotique Imentaire. La complexit de 
cette structure ne dpendra que du germe / par l'intermdiaire de son idal x- 

transversc Jf. Pour cela, on va construit une suite de p extensions QRTi.^ {x, v) de 
Valgbie QRTi^''^~^''^'P\x,a,v)^u^ (rappelons que p = La rcurrence de cette con- 
struction est base sur la rcurrence de construction de nouvelles fonctions Imentaires 
d'Ecalle-Khovanski z''', y ' partir des fonctions Imentaires z de l'algbre QRH^''^, 
et des formules (1). 

— ^i,p 

(a) Construction des extensions QRHf . 

Pour j = 1,... ,qi, posons rjfl{v) = 1 + /Uj,a(v) et rj^i{vi,... ,Vp-i) = 1 + 
Hj^iivi,... , Vp-i). D'aprs (1), le germe r^j = fij,a - fij.i = fj'j^ G rad{ip) = 
{vi X ■ ■ ■ X Vp). Pour tout nii G N, dveloppons les (relevs des) fonctions zj l'ordre 
mi dans la variable rj,i = nj^a — fJ-j,! 

mi 

(2i) Kizj) = Y.rl,z,,n + rj:^^'y,,m. 

n=0 

En utilisant l'quation x^a(^i) = ''i,o^a(^i) + a; et en identifiant les coefficients des 
puissances de Tj,i, on obtient des quations diffrentielles simples pour les fonctions 

XZj,o = rj,iZjfl + x 



avec les conditions initiales Zjn\x=i = et yj.mi\x=i = 0. Comme pour les 
fonctions Imentaires Zj, on montre grce l'oprateur intgral de Dulac (cf. appen- 
dice VA), que Zj^n G QA^'P~^{x,v\, . . . ,Vp-i) et yj.mi G QA^-'p{x,v). Notons 

^" = (Zi^„,... ,Zç',,„), - (yi.mi,... ,?Aa.nu) Xl.rn, = {x,z",... ,z"S?/"i). 

Un germe Gi,„ G SB^-'p{x,v) est un 1-bloc x-homogne de degr n et de com- 
plexit mi, si 
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\m'\—n 

avec Qm' € Le germe Gi,„ est donc un Iment de l'algbre QA^'P{x,v). La 
-—^ 1..P 

premire extension QRHi^^^{x,v) C QA^'P{x,v) est l'algbre des germes qui 

possdent une srie asymptotique formelle dans les 1-blocs x-homognes, de 

— i,P 

complexit m\\ F & QA^'^ est un Iment de QRH-^ s'il existe une suite (Gi,n) de 
1-blocs x-homognes de degr n et de complexit mi, telle que pour tout n 



n'<n 

On note QRH^ la limite inductive de ces algbres, quand mi dcrit N. 

Soit rj^2 = 1 + Mi, 2- D'aprs les formules (1), le germe Tj_2 — ~ Mi, 2 € 
{v\ X • • • X Vp-i). Soit m2 G N et soit ni < mi. En utilisant les quations (3i), on 
vrifie facilement que les coefficients ^^j.m.na et yj,ni,m2 du dveloppement (22) l'ordre 
1712 de la fonction Zj^m dans la variable Tj^2: satisfont des quations diffrentielles (82) 
du mme type que les quations (3i), de valeurs propres Tj^i ou rj^2- De plus, ces 
coefficients vrifient des relations linaires dduites des quations 



— nlz 



'3,n 



Comme ci-dessus, on montre que Zj^ni,n2 G QA^'P ^{x,vi,... ,Vp-2) et yj,ni,m2 € 
QA^'P~^{x, Vi,. . . , Vp-i). Pour ni = 0, . . . , mi et n2 = 0, . . . , m2, notons z"^"^ = 

Soit 

Un 2-bloc x-homogne de degr n et de complexit (mi,m2), est un germe de 
la forme 

|m'|=n 

- l,p 

avec am' G M{i;}. La deuxime extension QR'H2,mi.m2(^^'^) QA^'P{x,v) est l'alg- 
bre des germes qui possdent un dveloppement asymptotique dans les 2-blocs X" 

— 

homognes de complexit (mi,m2). On note QRH2 la limite inductive de ces al- 
gbres. 

- — - — i,p 

En rptant ce procd p fois, on obtient l'extension QRHp C QA^'P{x, v) qui est la 

limite inductive d'algbres Q-RWp „jp(x, u) dont les Iments ont une structure 
cisymptotique Imentaire dans les p-blocs x-homognes dans la variable 

Y — (t ^r"!---"»"! 1/™! „'"i™2 mi...mp\ 



50 



Le uplet (mi, . . . ,mp) tant la complexit de ces p-blocs. Les fonctions ^ •• et y ' 

satisfont des quations diffrcntielles (3p) du mme type que (3i), de valeurs propres 
^j,o^ ■■■ et Tj^p = 1. Ainsi construites, les fonctions Imentaires z"^---"^ G 

QA^'P~^{x,vi, . . . ,Vp-i)) sont indpendantes des coordonnes Vp-t+i,... ,Vp. Un 
rsultat qui gnralise le thorme principal III est le suivant 

Lemme IIIB2. Pour tout i = 1,. . . ,p et pour tout choix d'entiers mi, . . . ,ro,; 
l'algbre QR'H^,^^^ „i.{x,v) est x-finie et satisfait la double inclusion. De plus, 
elle admet un morphisme srie formelle f ^ f^ qui est injectif et on a les inclusions 

Preuve. D'aprs la preuve du thorme principal III, la x-finitudc, la double inclusion 

et l'existence d'un morphisme srie formelle injectif sont consquences du thorme de 

— i,p 

division VBl, de la quasi-analycit: QRHi C QA^'P{x,v), et de l'tude de l'action 
de X sur les i-blocs x-homognes. 

Pour cela, on se place dans la situation gnrale: on suppose que les valeurs pro- 
pres rj.o sont indpendantes et on gnralise les valeurs propres i en (rj.i,„)„, rj^2 
en (rj,2,ni,n2)ni,"2) •••etc. Ainsi le nombre des valeurs propres indpendantes coïn- 
cide avec le nombre des fonctions Imentaires z''' et y' qui satisfont aux quations 
diffrentielles (3,) et la condition initiale ^l^.'^^ = = 0. On gnralise aussi 

les germes Tj^i{v) en des variables indpendantes r = (tj,»). Notons ju... = r... — 1, 
/i' = (/X...) et a* = (^%T, u). Soit HHi^n le ]R{a'}-module des i-blocs x-homognes 
de degr n (et de complexit (toi, . . . ,TOi)). Il est stable par x d'aprs la linarit du 
systme (3i). Il s'agit donc de montrer que tout Iment de HHi^n satisfait la double 
inclusion, et que sa multiplicit algbrique est n. Mettons un ordre sur les monmes de 
HHi^n compatible avec la triangularit du systme (3i). Pour tout multi-indice m/ de 
longueur n, posons Cm' = '^m' r,,,. Alors, d'aprs le systme (3i), le M{a*}-module 
HHi^n est inclus dans le noyau de l'oprateur 

-^"=11 ix-em'Id) 

\m'\—n 

Pour pouvoir appliquer les mthodes de la section II HT-Li n, il suffit de montrer 
que, gnriquement en /x*, ce module coïncide avec le noyau de l'oprateur En. Or, 
gnriquement en /i% la famille des monmes .t'^™' forme une base de ce noyau. Or, par 
une rcurrence sur les fonctions z''' et y , et par la rsolution triangulaire du systme 
(3j), on montre que ces fonctions sont des combinaisons linaires des fonctions , 
par un systme triangulaire inversible: en effet, si x/ = ri+if -\- g avec f\x=i ^ 0, 

et si (/ = Sj=o ^1; • • • > '''e)x^^ (convention ro = 1), o les Oj sont des polynmes 
en T dont les coefficients sont des fonctions rationnelles non identiquement nulles, 
alors 
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Ainsi, / = J2j=o ''j('''>^i' • • • ^''^i+i)^^' et les fonctions bj sont des polynmes en r, 

dont les coefficients sont rationnelles et non identiquement nulles. Par consquent, 
les monmes X^^^^^ forment une base du noyau de l'oprateur En pour des valeur 
gnriques de /i'. 

La double inclusion est donc ralise sur le M{Q;*}-module HTii ^, et en prenant 

la restriction au graphe v a*(w) — t(w), w), elle est ralise sur le Rl^;}- 

module des z-blocs x-homognes de degr n. Ds lors, on applique exactement la 

■ — — 

dmarche de la section II l'algbre Q-RH^^^ (a;,t)). Si on note c l'immersion: 
{x,v) 1-^ {Xi^rni,... ,mi{x,v),v), Cette algbre est x-quivalente la sous-algbre 

— i,p 

laquelle s'applique le lemme d'extension IB2. De plus, on obtient (comme dans la 
section II) l'existence et l'injectivit du morphisme srie formelle / i— > 

En substituant les formules (2^) (linaires dans les fonctions Imentaires), dans un 
(î — l)-bloc, on obtient un i-bloc de mme degr (en convenant qu'un 0-bloc est un bloc 
X-homogne dans les variables (x, z)) . Par l'existence et l'injectivit des morphismes 
sries formelles / i— > /'~ et / i— > cette application se prolonge injectivement de 

QR'Hi_im-^^,,,_m^-i '^crs QRTi-i jj^^ j^i- C-cci donne les inclusions du lemme. Ces 
extensions sont donc des extensions toiles, les morphismes associs tant simplement 
l'identit. □ 

--^ — i,p 

(b) Division de ga dans l'idal (ip) dans l'extension QRHp . 

Choisissons mi > maxjnaj-; j = 1, . . . ,p}. Soit Gi l'image de ga dans l'extension 

QRHi „j . Il est de mme degr n que ga, et son idal x-transverse est inclus dans {ip). 
D'aprs les gaUts (1), les germes Tj^i{v) appartiennent l'idal {viX- ■ -xvp) = rad{{(f)). 
Donc d'aprs les formules (2i) et le choix de mi, on a la division 

Gi=Hi + ipH2 

les germes Hi et H2 sont des 1-blocs de degr n, et les monmes de Hi sont ind- 
pendants des fonctions Imentaires y"^^ . D'aprs les galits (1) et les quations (3i), 
les fonctions Imentaires z' sont indpendantes de la coordonne Vp. Comme l'idal x~ 
transverse de Hi est inclus dans (<^), un dveloppement taylorien de ses coefficients 
donne la division 

le germe Fi tant un 1-bloc de degr n, dont l'idal x-transversc est inclus dans {pi) = 
{vi"'^ X • • • X Vp'^l^^). Ainsi, par une rcurrence sur ï, et en choisissant m2 = rni, 

nip = rrii, on obtient que l'image Gp de <?« dans l'algbre QRTi-p .^^^^^^^^ s'crit 

Gp = (pHp 
le germe Hp tant un p-bloc de degr n. 
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(c) Division de /a dans l'idal (^j) dans l'extension QRK^ . 

Soient {gn,a{fa) les 0-blocs de la srie de fa- D'aprs le thorme de division VBl, il 
existe un unique Q G QA^'P{x,v) tel que / = (pQ. D'autre part, pour tout n e N, 
il existe un p-bloc Gp,n tel que gn.aifa) = fGp^n- Soit iV G N, en utilisant le lemme 
de division III, appliqu au germe fa — X]„<jv 9n,a, on obtient 

n<N 

Et ceci prouve que Q € QRT^p^mi,... ,mi- 

Il est clair que l'idal x-transverse de Q n'est pas propre. Soit maa sa multilicit 
algbrique (lemme IIIB2). On a /^^g D pour tout e > 0. Donc, par la 

dfinition de la multiplicit algbrique, on a ma» < ma^{f) pour tout a. 

Remarque IIIBl. Notons ip^{v) = 0*=! ' ^ ^ KiQR'^lu^''^'''^) si on 
note hi son image dans l'extension QRH^ , l'tudc prcdcntc montre que la 

srie formelle de hi est la somme d'une srie formelle indpendante des fonctions 
Imentaires y , et d'une srie formelle /i, 2 qui se divise par t^j, dans l'anneau des 

sries formelles associ QRHi^^ 

Remarque IIIB2. Une consquence facile de cette tude est que tout Iment d'une al- 

gbre QRH se divise dans son idal x-transverse dans une extension QRH obtenue 
en prenant aussi les dvcloppcmcnts (2...) pour les fonctions Imentaires y ". Ces nou- 
velles algbres satisfont aussi au lemme IIIB2,...etc. 

2. Cas £>0. 

Reprenons la drivation x = xd/dx — Y^^j=i Sj{iJ,)ujd/duj. Soit 

/ e QRH^''i{x,a,u) 

et soit Jf C R{a, A} son idal x-transverse le long de 7 = {{a, u)0}. Les coordonnes 
A = (Al, ... , Xf) sont les intgrales prcmircs non triviales de x : Aj = x^^Uj. Il s'agit 
d'abord de diviser localement / dans l'idal 7r*(J/), dans un anneau qui possde une 
structure asymptotique Imentaire. L'ide gnrale est la suivante: en gnral, les blocs 
formels x-homognes de la srie de / sont divergents, et leurs idaux x-transvcrscs 
sont dans un anneau formel. Mais, on a vu dans la partie IIIA, que si le germe / 
est presque quasi-convergent (bien approch par les germes quasi-convergents dans 
la A^(„ ^j)-topologie), alors il possde une multiplicit algbrique et un idal limite 
transverse. On applique donc J/ une dsingularisation dans laquelle (ie. localement) 
le germe / est presque quasi-convergent, et mieux encore, le quotient de cette 
division locale par iTchi*{Jf), satisfait lliypothse (HX) (ou mieux encore, son idal 
X-transverse n'est pas propre!). Ceci ncssite une prparation des intgrales premires 
non triviales Xj , simlaire celle des intgrales premires fij . 

Soit donc {ip,J\f) une dsingularisation d'Hironaka dans laquelle l'idal Jf est prin- 
cipal et monomial (lemme IIIBl). Soit {a, Va) une carte de cette dsingularisation 
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de coordonne v. Soit {(p) = tpai-^f) ^'^^^ V = 11^=1 '^J^ soient Xj^a les 

relcvs des coordonnes /ij et \j. Notons s^ o = 1 + ^^j.a (= ^j.o, voir 1). On suppose 
(pour simplifier les notations!) que p = \q\ et que les germes iJj^a et Xj^a sont prpars 
sphriquement comme dans les formules (1) 

(4) Mj,a(î^) = + 



(4') Aj,a — Xj^p+i-i + Xjp_^_i_i 

les fonctions jij^p+i-i et Aj,p+i_i tant indpendantes des coordonnes (ui, . . . ,1»^) et 
les fonctions /ij_p_|_i_j et p^j_j appartiennent l'idal (vi x • • • x Vi) dans l'anneau 
]R{î;}. Notons toujours {'ip,N) la compose de ces deux dsingularisations. 

Comme dans le paragraphe 1, on commence par relever les germes de / et 
X (qu'on note de la mme faon), dans l'extension naturelle dans les coordonnes 

(x, Q;,f,u): / G QRTi.^'^'^^^'P^x, a, v, u) et v sont des intgrales premires de x- On 
note aussi de la mme faon l'idal x-transverse Jf, dans ce relev. Soient les mor- 
phismes analj^iques 

i^a'-VGVa^ {aa{v), Xa{v)) et : VGVa^ (V'a(v), v) G Wa = «-«(K) 

Le morphisme tant un difïomorphisme sur son image, les anneaux M.{v} et 
M.{a, X,v}\Wa sont isomorphes; donc \I'*(J/|^^) = {(p). Soit Ua = ■7r~^{Wa), 
il contient l'orbite principale 7a = {{a,v,u) = 0}. Par le diffomorphisme ^a-, 
identifions les varits analytiques Va et Wa, et les idaux Jf\Wa if)- Notons 
7T-^\Ua '■ {Ua,0) iVa,0) le germe en de la restriction la varit analytique Ua, de 
la projection intgrale tt^. Il s'agit de diviser fa = f\Ua dans l'idal 7r*|y^ ((/?). La 

dmarche suit et gnralise celle du cas £ = 0: on construit p extensions QRH^ C QA, 
de l'algbre QRH^^~^'"^'^\ telles que l'image de fa dans la p-me extension, se divise 
par ip, dans cette p-me extension. Ces extensions possdent bien sr une structure 
asymptotique Imentaire. 

(a) Division par l'idal {vp") dans une extension QRHi- 

Reprenons les notations du 1 relatives aux formules (4) (qui remplacent les for- 
mules (1)). Soient u^^^ = (ui_i,... ,u^,i) des coordonnes analytiques locales sur 
(M^O). La drivation 

j-i j, 

agit sur l'algbre QRH^''^+'-'^'P+'^\ x,a,v,u,u'^^^). Il admet 71 = {{a,v,u,u^^^) = 
0} comme orbite principale. Notons A^^^ = (Ai^i,... ,A^^i) des coordonnes sur 
(R^,0). Des coordonnes analytiques transverses 71 sont (a. A, w, A'-^^). Soit Wi = 
{(*„(?;), A(i)(w)); V G Va} et Ui = 7r^'(>Vi). Les germes Xj^i{v) sont donns par 
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les formules (4'). Sur la varit analytique Ui (de dimension p + 1), on a donc les 

relations supplmcntaircs = \j,i{v). Comme prcdcment, on identifie les 

varits analytiques Wi et Va (de dimension p), et on note ttxi\Ui • ~* la 
restriction associe. On a l'injection canonique 

QRH{x, a, V, u) ^ QRH{x, a, u, u^^"^) 

par la projection canonique n' : {x,a,v,u,u^^^) i— > [x,a,v,u). Notons toujours / 
son image dans cette extension. Par la dfinition de Ui , la restriction w'^^^ -.Ui^Ua 
est un diffomorphisme sur son image Ua- On a donc aussi l'injection canonique 

QRH{x,a,v,u)ii;^ ^ QRH{x,a,v,u,u^^^)lK^ 

L'image de la drivation restreinte X^^^ est la drivation x, et les idaux transverses 
(le long de ja et 71, dans la varit Va), sont prservs (lemme de transfert IB6). Notons 
toujours fa la restriction de / Ui. 

Soient w'-^^ = {wi^i, . . . , des coordonnes sur (M^, 0). Soit le diffomorphisme 

sur (R+* X R2(p+^)^0) 

^i{x,a,v,u,u^^^) = {x,a,v,u^^\w^^^) = {x,a,v,u^^\u — u^^^) 
et soient Xl = ($i)*A'i, U[ = $i(Wi) et 7^ = $1(71). On a trivialement 

^l{QRn{x,a,v,u^^\w^'^^)) = QRn{x,a,v,u,u^^^) 

et 

$1 * {QRn{x,a,v,u'^^\w^^'>)\uO = QRn{x,a,v,u,u^^\u, 

Soit /' = {'^i^Yif) et fa sa restriction U[. Pour poursuivre, on a besoin de la 

dfinition suivante 

Dfinition IIIBl. Soit t une coordonne locale sur (M'^,0) et soit xo = xd/dx. 
L 'extension 

QRHlf^'^\x,v,t) c QA^'P+''{x,v,t) 

est l'algbre des germes qui possdent une srie asymptotique formelle dans les 1-hlocs 
Xo-homognes de complexit mi, construits (comme au 1) grce aux formules (4), et 
dont les coefficients appartiennent l'anneau R{v,t}. 

Remarque IIIB3. Pour toute partition t = {t',t") G R''^ x K'^^ 

— i,(p.fc) — 
QRH,^^^ {x,v,t) c QRH,^^^ {x,v,t'){t"} 

les sries tant convergentes sur un produit, au sens suivant 

Qim|;îlf'\x,î;,i'){t"} C SB'^P+''{x,v,t) 
et pour tout h G QRHi {x,v,t ){f }, de srie 
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\m\>Q 

il existe un domaine standard il tel c[ue hfji €: QA}''^^^^ [fl] pour tout vn. 

Soient U\^a et U^^a les varits analytiques, images de U[ par les projections canon- 
iques 

{x,a,v,u^^\w^^'') ^ {x.v.u^^'') et {x,a,v,u^^^ ,w^^^) ^ {x,v,u^^\w^^^) 

et soient 71,0, 72,0 les images de 7^ . Les restrictions de ces projections ces varits sont 
des diffomorphismes. Par une gnralisation facile des rsultats du 1, on a l'injection 
suivante pour tout m\ 

(5) QRH^''i+^'''^+'\x,a,vM^\w^%u',-^ QRH;1;^ \x,vM^\w^%u.^^ 

La drivation X[ (restreinte U[) est prserve (par restriction Î72,a)- Choisissons 

^ 1,(P,2£) 

mi > maxjnj-; j = 1, . . . Soit h € QRHi tel que l'image de dans cette 
extension soit gale ha ~ h\u^^^. La motivation de ces extensions est la suivante: 
par la dfinition de U\, on & 

pour tout j = 1, . . . ,£. Par consquent, par le diffomorphisme $1, un calcul direct 
donne 

(6) = + Aj,i(:r''-^ - 

(voir formules (4')). Notons Sj{x,v) = x*^ " — a;''^ !. En utilisant les dveloppements 
(2i), on voit que l'image de ôj dans l'extension (5), est un Imcnt de l'idal (rj i{v)) C 

rad{{(f)) (plus prcisment, dans l'anneau QRHi ^^{x,v)). D'aprs les formules (4'), 
on a, X'ji G rad{{(p)), donc l'image du germe (6) dans l'extension (5), est un Iment 

de l'idal rad{{ip)) dans l'anneau QRHi ^^{x,v)). 
Posons donc = mi J2'j=i{^j,o + fJ,i) ®* notons 

(7) hi^j^^l^^ix^'^h) et h2 = x^'h-hi 

(en prenant bien sr l'image du monme x^'^ dans l'extension (5)). Notons aussi 
hi^a et /i2,a leurs restrictions U2.a, par la remarque IIIB3, ce sont des Iments de 
l'extension (5). Et, par la remarque faite sur le germe (6), et par le choix de toi, le 
germe /i2,a se divise dans l'idal {ip)AA' dans l'extension (5) (A4' tant l'idal maximal 
de M{w}). Comme l'idal ^'{-transverse de ha est (tp), il en est de mme de celui de 
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Le germe hi est polynomial dans la coordonne h L'galit (6) montre que sa re- 

striction hi^a s'identifie la restriction {7i,a d'un Iment Fi de l'algbre QRHi ,^^ {x, v, u^^'). 
L'image dans cette extension, de la drivation X{ (restreinte U2,a), est la drivation 

(restreinte C/i,a)- Les idaux transverses sont prservs dans cette extension. Notons 
Fi^a la restriction de Fi Ui^a- L'idal xi-transverse de -Fi,», le long de 71,0, est (y). 

Il s'agit maintenant de montrer que Fi^a appartient l'idal {vp") dans l'anneau 

— i,(p,^) 

QR'H-j^.^^^ij^^{x,v,u^^'). Pour cela, on commence par effectuer une division de 

n " -"^ — ^<(p<i) 
Fi par Vp" dans l'anneau QRHi^^ {x,v,u^^'). En effet, d'aprs le thorme de di- 
vision VBl dans l'anneau QA^'P~^^{x,v,u^^^), il existe /i G QA'-'P~^^{x,v,u^^^) et 
Ri,-- - , Rn^& QA^^P+'^-^{x,vi,... ,Vp-x,u^^^) tels que 

Fi = v;^h+ E viR3 = v;"h + R 
3=0 

Par la remarque IIIB3, les oprations de prise de jet fini en w^^\ et d'extension 
(5) commutent. Donc, d'aprs la remarque IIIBl, la srie formelle Fi relativement 

la drivation xo, est la somme d'une sric formelle _Fi.i indpendante des fonctions 
Imcntaircs y"^^ , et d'imo sric formelle _Fi,2 qui se divise dans l'idal ((p) dans l'anneau 

formol associ QRTii „^^ {x,v,u^^>). En divisant dans l'idal {vp"), les 1-blocs Xo" 
homogncs et les restes de la srie Fi, et en utilisant l'unicit de la division de Fi, 
on voit que /i S QRTCi {x,v,u^ ') et que pour tout j = 0, . . . ,np — 1, Rj € 

Q-R^l,mi (X,Vi,... ,Vp-i,u'^'->). 

Maintenant, pour montrer que R[Ui „ = 0, on utilise le lemme de saturation IB5. 
Soit Xo > suflâsament petit, et soit mo = {xo,0) e 71, a- Redressons le champ 
Xi\Ui,a dans un voisinage de mo inclus dans Ui^a 

. li^) , , \ \ 
X = a;oexp(t), Uj^Y = exp(— rj-,i(î;)i) 

Xq 

D'aprs le lemmc de saturation IBS, le germe de Fi ^ en toq, appartient au satur 
de l'idal {ip). Donc, dans les coordonnes locales {t,v) sur (Rp+^,0), ce germe est 
divisible par Vp". Par consquent, le germe de R\Ui^ou en 'tio, est divisible par Vp" . 
Or, les germes Vj iiv) et Xj iiv) sont indpcndants de la coordonne Vp (formules (4) 
et (4')). Comme R est polynomial dans la coordonne Wp, de degr< Up — 1, il s'ensuit 
que -R|(7i „ = 0. 

On a donc construit /i € QRHi {x, v, u^^') tel que 
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(o fi,a est la restriction de /i Ui^a)- L'idal xi-transverse de /i,a est donc gai l'idal 
(ifi) = {vi^ X • • • X Vp'L'l^) et, toujours par la remarque IIIBl, la srie formelle de /i 
relativement xo, est la somme d'une sric formelle /i.i indpcndantc des fonctions 
Imcntaircs "^t d'une sric formelle /i,2 divisible par l'idal {(fi), dans l'anneau 

formel associ QRHi^^.^ {x,v,u^^'). 

En rsum, notons U\^a l'image de U\ par la projection canonique 

et $1,0 la restriction de $i {a = 0}. Soit H e QRHÎ.^^ (a;, u, m^^^, w^^^) 
tel que /i2,a = {Ha tant sa restriction U2.a)- Notons H\ = $^Q(iî) et 

Hi^a sa restriction Ui^a- L'image de la varit Ui^a par la projection canonique 
(a;, t), M, u^^^) 1-^- {x,v,u^^'>) est la varit Ui^a^ et par une identification triviale, 
^1,0 (/i) — /i- Donc, en composant toutes ces extensions, on obtient une extension 

telle que 

7rî(ar^Va)=<''/i,a + ^^?i,a 

avec /i G QRTii (a;, m*^^-*), dont la srie formelle relativement xo est la somme 
des deux sries formelles /i,i et /i,2, et telle que l'idal xi-transverse de /i,o est (<pi). 
L'image dans cette extension, de la drivation x (restreinte Ua), est la drivation Xi 
(restreinte U\^a)- 

(b) Division dans l'idal (t^) dans une extension QRTïp. 

Dfinition IIIB2. Soient mi, . . . ,mi G N (i < p), et soit t une coordonne locale 
sur{R'',0). L'extension 

est l'algbre des germes qui possdent une srie asymptotique formelle dans les i-blocs 
Xo-homognes de complexit (mi,... ,rni), construits grce aux formules (4), et dont 
les coefficients appartiennent l'anneau Rlvjt}. 

La remarque IIIB3 s'appliquent ces algbres. 

Choisissons m2 = • • • = rUp = m\. On rptc le procd du 2a, p — 1 fois, appliqu au 
germe fi. On construit une suite de germes fi, Hi (avec fo = f et Hq = 0), et une 
suite d'extensions 

■l,{p,{i+2)t) 
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telles que 



avec 



Si = rrii X^^=i(r-j,i_i + rj^i) pour i = l,... ,p. Le germe 

^ — i,ip,{z+i)e) 

H, £ QRHi^m„...,mi {X,V,U,U^'\... ,11^) 

, l,(p,£) 

et le gernie fi G QRHi ^^ ... ,mi (2^1 ^^*'') (^^i posant = u). les gernies Hi^a et 
/i.a dnotent leurs restrictions lAi^a- La srie formelle de fi relativement xo, est la 
somme d'une srie formelle fi 1 indpendantc des fonctions Imentaires y"^^ , y'"!'"^ ^ . . . ^ 

^ ' ' i,(p,^) 

et d'une srie formelle fi^2 divisible par (pi dans l'anneau formel associ QRH^ {x, v, 

La varit analytique Ui^a, de dimension p+1, est donne par les conditions 
Ui,a = {{x,v,u,... , u«) eU^G (R+* X RP+(*+i)^, 0); 

= A,-,fc(w), i = 1, . . . fc = 0, . . . ,0 

L'image de la drivation 

(restreinte Ui^a), est la drivation A^+i (restreinte Ui+i^a)- 

Posons S'a = /Si + h Sp. On a donc construit une extension 

^1 (p (p+i)^) 

telle que 

avec Q G {QR^-Lp„^^^^^^„^^{x,v,u,u^ ',...,u^P') {Qa tant sa retsriction Up^a)- 
L'idal A'p-transvcrse de Qa le long de jp = {{v, u, u^p'^) = 0}, n'est pas propre. Le 
germe Qa est donc presque quasi-convergent, car il satisfait l'hypothse (HX) 
(cf. partie IIIA 2.2). Pour finir la preuve du thorme principal IIIBl, il sufBt de 
montrer que le germe Qa est A'p-fini. 

Plus gnralement, indiquons brivement comment on adapte les principaux rsul- 

tats de la partie A, l'action de la drivation Xp (qu'on notera X pour simplifier), 

sur 1 algbrc tendue QRHp ,^^^ [x, v, u, ' , . . . , u^P'j (qu'on notera simplement 
QRHp,^ {x,v,u')). Soit 

Xp,m{x,v) = {x,z-{x,v),y-{x,v)) 
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les fonctions Imentaires de cette algbre (cf. 1 pour les notations 2; ••, y ). Les 
p-blocs formels A'-homognes de degr fc G Z (et de complexit m), sont les sries 
formelles de la forme 

\n\ — \n'\ — k 

avec an^n' G Kji'}- On dfinit alors, de la mme faon que dans la partie A, les germes 
quasi-convergents, la multiplicit algbrique relativement X, et les germes presque 
quasi-convergents. Soit Cp^^ l'immesion 

et soit la sous-algbre convergente <3-R'Hp,m,(ct)g) = c*{^{Xp^m,v,u'} (ici, Xp^m 
dsignent des variables). Si on gnralise les valeurs propres Vj^i (comme dans le 
lemmc IIIB2), on voit que cette algbrc convergente est simplement la restriction 
d'une algbre convergente QRTi}''^ {x,a' ,u')cvg au graphe du germe analytique 

V iJ.'{v) = {rj^i{v) - l)j=i,...,,i; i=o,...,p 

(Ceci n'est pas le cas pour l'algbre QRHp j^ {x,v,u'): un Iment de cette algbre 
n'est pas forcment mic restriction d'un Iment d'une algbre QRTi). Donc, par une 
vrification aise des formules (2') (partie A), appliques aux fonctions Imentaires z"', 
y , et utilisant uniquement les quations diffrentielles (3p) (partie A), et par le 
lemme IIIBl, on obtient 

lAp/') 

Lemme IIIB3. L'algbre QRHp j^ f^^^g-^ est X -finie, et elle satisfait globalement la 
double inclusion. 

On dfinit de la mme faon que dans la partie A, la classe C\ des germes qui 
satisfont l'hypothse (HX). Donc, en utilisant le lemme IIIBl, qui remplace le 
thorme principal III, et le lemme IIIB3, qui remplace le thorme principal IIIAl, on 
obtient 

Lemme IIIB4. La classe C\ est X-finie, et satisfait la double inclusion. 

Ce lemme est encore vrai sur la restriction Up^a C ZYp, ce qui finit la preuve du 
thorme. □ 

Cette preuve suggrc la dfinition suivante de la multiplicit algbrique relativement 
X, pour tout / G QRH^''^: soit V le diviseur exeptionnel de la dsingularisation 
{tp,J\f), alors on pose 

»™«x(/) = inf sup{max{Qa) - 'S'a(O)) 

et ce nombre est fini, car V est compact, et la multiplicit algbrique des germes 

d'idal transverse non propre (et mme des germes presque quasi-convergents), est 
semi-continue suprieurement, comme fonction des variables v (ceci est tudi en dtail 
dans l'article [M']). 



60 



IV. Dmonstration du thorme 0. 

A. Dsingularisation de la drivation d'Hilbert. 

Soit E[QRTiP'''] le Q_R7-^^'''-niodule de germes en de champs de vecteurs à 
composantes dans QRH^ '^ et qui laissent invariant l'algèbre QRTiP '^. Ce module 
contient le sous-module engendré par les dérivations élémentaires Xjd/dxj pour 
j = 1, . . . ,p. On s'intresse plus particulièrement à une sous-classe de 'E\QRW'''] qui 
apparaît dans le problème d'Hilbert hyperbolique, et qui a la propriété d'tre stable 
dans une certaine désingularisation. Cette dsingularisation est inspire de la gomtrie 
du polycycle dploy. On note cette classe 'EJi.lQR'HP '^] et elle est définie de la faon 
suivante: soit k < p; posons rj — 1 + /ij pour j = 1, . . . , A: — 1, a; = {xi, ■ ■ ■ , x^) 
et x' = (xfe+i,-- - ,Xp). Les éléments de 5Hfe[QiîH^'^] sont les germes en 0, de 
champs de vecteurs x qui satisfont aux conditions suivantes 

(a) si fc = 1, EnilQRnP^i] = {xid/dxi, ■ ■ ■ ,Xpdldxp}. 

(b) Si fc > 1, on a x^i = 11^=1^5 x admet comme intégrales premières 
les fonctions coordonnées a' = {x',a) et (fc — 1) germes gj{xj,Xj+i,a') = 

dj{xj, a') — Xj+i avec 

dj = x''/ (1 + Dj) et Dj = 0{xj) G QRW-''+^''i{xj,x', a) 

L'entier fc — 1 est appel dimension de non trivialit de Xi 6t les germes Çj sont 
dits sesintgrales premires non triviales. On pose 

EH[QRW'''] = Ul^^EHkiQRH"'"] 

1. Rduction de certains Iments de 'E.IQRH^''^] des Iments de 
EniQRW'i]. 

Soit X G '^[QRHP''^] tel que x^i = Ylj=i Q^i admet comme intégrales 

premières la coordonnée a' et {k — 1) germes gj{xj,Xj+i,a') = aj{a')dj{xj,a') — 
fj+i{xj+i, a') tels que dj a la mme structure que dans le cas (b) ci-dessus et fj = 
bj{a')xj{l + 0{xj)) G QRHP~''''^~^^^'^\a' , Xj). Les fonctions aj et bj appartiennent 
l'algbre G QRW-''''' avec aj{0) > et bj{0) > 0. Par le thorme d'inversion VB4 
(appendice VB), il existe un difïéomorphisme 

H{x, a') = {hi{xi,a'), ... , hk{xk,a'), a') 

où. les germes hj ont la même structure que les germes fj et tel que le champ H^x 
soit quivalent à un élément de EHklQR'H^''']. 

2. Dsingularisation d'iments de EH. 

Soit l<k<petx& EHklQRnP'i] représenté sur U G {{R+*)p x MI?!, 0) qu'on 
choisit de la forme U = Ui x U2 de coordonnées (a;, a'). 

2.1. Premier clatement de x- 
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Posons r/s = 1 et pour i < j, rij = x ■ ■ ■ x rj. Soit Xw G ^Wfc le champ 

dont (A; — 1) intégrales premières non triviales, sont les parties principales des 
9j- 9j,pr — ^/ ~ ^j+i- Ces intégrales premières sont invariantes sous l'action 
du sous-groupe du groupe linéaire GL{M., k), constitué des transformations de ma- 
trice Tk^(p^a') = Diag{p, p^^'^ , . . . ,p^^-''-^) avec p > 0. En utilisant l'action de Xpr 
sur Xi, on obtient (Tfe,(p,a'))r^Xpr = P^''ypr, avec Sk = J2jZi^i,j et le champ 
ypr a la même expression que Xpr dans la coordonnée y = Ti;^(p-i^ai){x). La 
désingularisation adaptée au problème est donc quasi-sphérique dans la coordonnée 
X et est fibrée dans la coordonnée a'. Soit la fonction 

k 

Q{y,a')=Y,y7''' 

et pour £ > 0, les quasi-sphres 

S+*{e) - {(y, a') G {R+*)' x C/^; Q{y,a')=e} 

on note S^*{a',e) leurs sections par les fibres a' = constante. Le morphisme 
d'éclatement est 

n : {p,y,a') e K+* X ^ {x,a') = (Tfe,(p,„,) (y), a') 

Soit y le champ de vecteurs tel que p*'"3^ = {Tk)~^x- H admet comme intégrales 
premières, outre la coordonnée a', les {k — 1) germes Gj = gj o Tfe et on vérifie 
facilement que Gj = p^^-'Lj avec Lj{p,y,a') = + 0{p)) — yj+i, et elle est 
localement induite par un Iment de l'algbre QRHP ("^^'^ avec p'(0) ^ p — k + 1 
et g'(0) — {kqi + k — l,q2 + k — 1). Soit l'application L = (Li,... et u 

une coordonnée sur IR*~^. Pour simplifier l'expression du champ y, il est naturel 
d'introduire le morphisme suivant 

Ck{p,y,a') = {p,L{p,y,a'),a') = {p,u,a') 

Soit Ck,{p,a') ses fibres par {p,a') = constante et T>k{a') = jCk,{o,a'){Sk*{<^' A))- 
Notons simplement au lieu de î'/c(0). 

Proposition IVAl. 

{i) Le morphisme jCk,o est un diffomorphisme de S'^*{0, 1) sur Vk qui se pro- 
longe continûment en une bijection de 5^* (0,1) surVk- 

(m) Soit K un ouvert relativement compact de S'j|'*(0, 1). Alors, quitte à réduire 
le voisinage U2, le morphisme Ck est un diffomorphisme de Vk = (M"*"*, 0) x 
{{K X U2) n S^*{1)) sur son image Uk = Ck{Vk)- Les composantes de son 
inverse sont localement induites par des Iments de l'algbre QRH^'^^^''''^^^ . 

(m) Sur Uk, on a 

^Ck).yr.x = P§--j:njuj^ 
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Preuve, (i) Les {k — 1) germes Lj{0, ., .) sont des intégrales premières du champ 
ypr qui est transverse aux sphères S'^*{£) car yprQ > 0. Donc, Ck.a est un dif- 
fomorphisme de «S';^*(0, 1) sur Vk qui se prolonge continûment «S';^*(0, 1). Comme 
rj(0) = 1 pour tout j, le systme 

Q{y,0) = ^+uo, Vj -yj+i=Uj 



est linaire inversible, et ceci prouve que Ckfl est une bijection de <S'^*(0, 1) sur T>k. 

(m) C'est une conséquence du {i), par transversalité et par la relative compacité 

de K. La structure des composantes de l'inverse est consquence du thorme des 
fonctions implicites driv du thorme do division VB3. 

{iii) Etudions l'action do y sur la coordonne p. On a p^'^''' = Q{x,a') = Q o 
Tk{p, y, a') et donc p'"' {yp^^-'' ) ~ (xQ) ° Tfc. Les sections de cette dérnière fonction 
par {p, a') =constante, sont {xQa') ° Tk^(p.a')- Or pour y G quelconque, on 

a Qa' oTk^{p,a'){y) = P'^^'''Qa'{y), et donc 

{XprQa')oTk,ip,o,,) = p"'+'"'-''{yprQa') 

La condition (b) sur la drivation d'Hilbert x donne 

{{x-Xpr)Q)oTk=p'"'+''---0{p) 

et donc 

yp = pFk {p, y, a') avec Fk = — {yprQ) + 0{p) 

ri,k 

Soit X = {'Ck)*y dfini sur Uk- On stxp = Pi^koCJ^^). Or, les fonctions Gjo£^^ = 
p^^-^Uj sont des intégrales premières de x- Par conséquent xuj = ~'i"i,jUj{Fko£l^ ), 
et le champ recherché est 

~_ 1 

□ 

2.2. Sur le bord de S'^*(0, 1). 

Ce bord est une union finie de sous-ensembles Bk\i isomorphes chacun à l'un 
des sous-ensembles 

{0} X S+*^,/0, 1) C {R+f X 
avec k' < k, l'indice i tant énumératif 

Proposition IVA2. Soit y" G Bk\i. Il existe un voisinage Vk',i de (0,y°,0) dans 

R+* X S'i^*{l) et un diffomorphisme Ck',i de Vk\i sur son image Uk',i tels que le 
champ {Ck',i)*y soit équivalent à un élément de EHk' [Q RH^ ^'^ ^'^ avecp'{k') = 
p — k + k' + 1 et q'{k') = {kqi + k — 1, q2 + k — k' — 1) . Ce morphisme Cki,i se 
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prolonge continûment et bijectivement sur Vk',i H {0} x S'^*{0, 1). Ces composantes 
et celles de son inverse sont induits par des Iments de l'algbre QRW . 

Preuve. Posons = (yi.Oi • • • i2/fc,o) et supposons d'abord que j/o,i — 0. Soit jo le 
plus petit des entiers j tels que yj^Q = et Vj+ifi > 0. La preuve consiste trivialiser 
le champ y dans la coordonnée p en utilisant l'intégrale première Gj,, puis, on le 
trivialisc de la mme faon dans les coordonnes yj telles que yj^ > et on utilise une 
rcurrencc sur le nombre d'intgrales premires non triviales. On a = p^^^-^oLj^ et 
Ljo{p,y°,a') = -yjo+1,0 < 0, par consquent 

Gj,{p,y,a') = -y^.„ + i,0P''^.^0(l + O(||y-y0||)) 

Soit G = (-GjJi/'^i'W = cp{l + 0{\\y - y°\\)) avec c> et soit le morphisme 

Ek'.i{p,y,a') = {G{p,y,a'),Tk^(p/G,a'){y):a') = {p\y\a') 

par le tliorme d'inversion VB4, gnralis plusieurs variables, il existe un voisinage 
Vk'^i tel que le morphisme E^'^i soit un diffomorphisme de Vk'^i sur son image V 
qui est une sous- variété de (M+*)p x M'* ' de codimension 1. De plus, il se prolonge 
continûment en une bijcction de Vk'.i H {0} x S'^*(0, 1) sur V fl {{p' , a') = 0}. Soit 
y = {Ek',i)*y, G tant une intgrale premire de y, on a y'p' = 0. Soit le morphisme 
Tf.{p' ,y' ,a') = {Ti. (^pi ,^i^{y'),a') dfini sur V. D'aprs la dfinition du morphisme 
Ek',i, on a le diagramme commutatif 



(*) T, 

Uk',i — — — > Uk',i 

et donc les fonctions G'j = gj o sont des intgrales premires de y'. Or G'j = 
{p'Y^-^ Lj, donc les fonctions Lj sont des intgrales premires de y' et la sous- variété 

V est donnée par l'équation Lj^{p' ,y' ,a') = —1 qui est un graphe: y'j^+i = 
/(p',yjo'"') = ^ + iyjoy'°(^ + 0{yjo))- Soit la projection canonique tt' : {p',y',a') e 

V {p',y'^° ,ct') £ V{, le champ y[ = -ir'^y' a pour intgrales premires les fonc- 
tions L'j pour j ^ {jo, jo + 1} et la fonction 



avec a(0) > 0. D'aprs le diagramme (*), on a {Tl^)^^x = {p'Y'^y et en utilisant 
l'action de x sur Xi, on obtient y'y'i = 11^=1 y'j- Donc si /s — fc' = 1, le champ y[ est 
quivalent un Iment de 'ETik' par la rduction du paragraphe 1. Supposons k — k' > 1 
et rindxons les coordonnes y'j et les intgrales premires L'j. Il existe ji > jo tel que 
y'jifi = et 2/ji+i,o > 0- Soit le morphisme 

C[ : {p',y',a') G VI ^ {p',Ç'''^\a',L'jJ = {p' ,y'''^\a' ,u'^J G 
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L'quation L'-^ = u'j^ est un graphe: y'j^+i = fi{p' ,yj^,a' ,Uj^). Par la mthode 

ci-dessus, on montre que le morphisme C'i est un difFomorphisme sur son im- 
age et que le champ y!^ = {jC^i)*yi admet pour intgrales premires la coordonne 
u'j^, les fonctions L'j pour j ^ + 1} et la fonction L'j^_^^{p' , fi,y'j^_^2'<^') - 

I^'n+i^P'^ ?4i+i,o- 0, a') = ai(p', a', v'^^iy^Jr, (1 + O(yjJ) _ y'.^^^. Par l'hypothse 
de rcurrence, il est quivalent un Imcnt de "EJ-Lk' ■ 

Supposons > et soit jo le plus petit des entiers j tels que yj^o > et 
yj+ifl = 0. On trivialise le champ y dans la coordonne p en utilisant l'intgrale pre- 
mire Gj^ et le morphisme Ek' a associ. Puis, on trivialise le champ y' dans les co- 
ordonnes y'i,... , y'j^ en utilisant les intgrales premires L[,... , L'-^ par l'intrmdiaire 
du morphisme 

y', a') = (p', . . . , i'i, . . . , a') 
le système d'équations 

L\ = m'i, . . . , = u^-^.i, L'^^ = 1 

dont les inconnues sont y'i,. ■ ■ ^y'j^, s'inverse ligne par ligne dans F algèbre QRW . 
Le champ J^', = y admet pour intgrales premires la coordonne u' et les 

fonctions -^jo+i, ■ • ■ D'aprs l'action de x sur Xj^+i, on a 

y'y'jo+i = ri,MY' X ... X {y'jj^o JJ y'.(i + 0{p')) 

j>jo 

et on conclut en utilisant la premire partie de la preuve. □ 

On note (7r/j,A/fc) cette premire tape de la dsingularisation de x de diviseur 
exceptionnel Pfe. Soit / G QRTC^ '^ et / son rclcv par tt^. Si a e î?^, /„ est induit 
par un Iment de QRW ^^^'^ et si a G ôPfc tel que Xa soit de dimension de non 
trivialit k' - 1, est induit par un Iment de (5iîWî''('=')'«'(^'). 

B. L'hypothse (if A) et le lemme de rcurrence 1. 

Considrons une drivation x G 'EMklQR'H^''^] ralise sur un voisinage U de 0. 
Soient {gj) ses (fc — 1) intgrales premires non triviales. Son morphisme intgral est 
-K-^{x,a) = {a,{gj{x,a))) = (a, A). D'aprs les propositions IVAl et IVA2, l'orbite 
7 = {a = 0, gi = • • • = gk-i = 0} est principale dans U. Soit W une transversale 
7, analytique de coordonnes (a, A). On dfinit de la mme faon que dans la partie 
IIIA, les classes et C^j^c ^^s germes / G QRH'^''^ qui satisfont globalement ou 
localement l'hypothse (HX). 

Thorme IVBl. La classe est localement x-finie. 

La preuve est base sur les thormes principaux III et IIIA2, et sur un argument 

de rcurrence sur la dimension de non trivialit de la drivation d'Hilbert. Dfinissons 
d'abord les anneaux des intgrales premires qui apparatront dans cette partie 
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Dfinition IVBl. Soit t = {ti,... ,f„) des coordonnes surW^. Notons A^^t) = 

R{t}. Soit Vq un s em,i- analytique de l'anneau Agit) qui est ouvert et qui adhre 0. 
On note AiÇVq) l'anneau des germes analytiques et borns sur (un germe en de) 
Vq. Supposons dfini l'anneau A"{.) et soit Vi un semi-analytique de cet anneau qui 
est ouvert et qui adhre 0. On note l'anneau des germes analytiques et 

borns sur (un germe en de) Vi. 

L'argument de rcurrence. 

Soit X = {xi,. . . , Xk), p= {pi,. . . , pp) avecp > et a = {p,, v, v') des coordonnes 

sur X W X . Soit q = {qi,q2 + qz) et soit une drivation x e SWfe [QRW+^^'i] 
ralise sur un ouvert U et d'intégrales premières non-trivialcs gj = x^^ {l+Dj)—Xj+\. 
Toujours d'aprs les propositions IVAl et IVA2, la drivation x admet une orbite 
principale dans U incluse dans le bord àeU: 7 = {(p, a, {gj)j) = 0}. Son morphisme 
intgral est tt^ : {x,p,a) € U 1-^ (p, a, A) = {p,a,{gj{x,p,a))j) G VF o est 
isomorphe une semi-transversale 7. 

{tk) Soit V un semi analytique d'un anneau .4p(.) qui est ouvert et qui adhre 
et soit 

im-.veVi-^ {p{v), p{v), V, v'{v), \{v))) e W 
une immersion dont les composantes appartiennent l'anneau Al\i{V). 

Soit Wq = im{V) C VF et soit Uq = 7r~^(VFo)- Notons J7o,to et 7r^,in les germes 
de Uq et TT^ en tout point m G 7. Soit les morphismes tt* : S'Bî'-kl+fe-i ^ 5BP+'=,kl 
et TT* : S'SP.kl+fe-i ^ 

Lemme IVBl (lemme de rcurrence 1). Soit f G QRH'^^^''^ , on suppose que 
(ife) n existe Nq = (nj,o)i tel que pour tout m G 7 

{iik) Il existe Ni = (rij^i) avec Ui^i > Uifi tel que les germes f et Dj admettent 
des reprsentants G QRHcvg dans les quotients SB/{p^^ ). 
Alors f est localement x- finie sur Uq. 

Remarque. Ce lemme est encore vrai dans des situations plus gnrales pour le 
sous-ensemble Wq. On garde cette formulation simple pour plus de cohrence avec 
le deuxime lemme de rcurrence et parce qu'elle est suffisante pour la preuve du 

thormc. 

Preuve du lemme. Par rcurrence STir k. Le cas fc = 1 est une consquence de la 
premire partie de la preuve avec X — X- Soit fc > 1 et (tt^,, ^4) le premier clatement 
de X donn par les propositions IVAl et IVA2, et soit Vk son diviseur exceptionnel. 
Soient x et / les relevs de x et / par tt^. Soit 70 = T^ï^^i^)- D'aprs la proposition 
IVAl, la semi-transversale W est isomorphe une semi-transversale 70 de mme 
coordonne. Soit Uq = 7i'^^(t^o)) c'est aussi le satur de Wq par le flot de x dans A4- 

Il s'agit de montrer que le faisceau 1~ j[T>k fl Uo] est localement x-Ani. 
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(a) Au dessus de Dfc. 
Le dsingularis de x est 



soit ao son unique singularit sur 2?^. D'aprs l'hypothse (iù), il existe une fonction 
g dfinie au dessus de tout relativement compact de Vk telle que pour tout a ^Vh, 
le germe ga est induit par un Iment de QRH].^g{po, .) sur un semi-analytique de 
QRHl^gip,.) et 



(1) /a-.9ae(p^0 

Soit X{p,jji) les fonctions Imentaires de l'algbre QRW{p, .) et soit l'immersion 
c{po,p,a,u) = {po,a,X,u). Soit G e QRHl];g{po, .) tel que ga^ = c*{G) et soit 
ma~^{G) sa multiplicit algbrique positive relativement Xao le long de 70. Soit 
Uo = c(t/o,ao) I Le point cl est que la multiplicit algbrique restreinte ma'^{G\n^) < 
ma^{G) est indpendante des reprsentants convergents de / et Dj dans les quo- 
tients SB/{p^^). En effet, d'aprs la proposition IVAl, on a Pq'x ~ (^fc^)*(x)) 
par consquent les fibres diffrentielles le long de 7 et 70 sont isomorphes et d'aprs 
rhypothse iik), les fibres X~ j ^ ir, contiennent l'idal tt* ,~ pour 

tout mo G 7o- D'aprs (f ), il en est de mme des fibres de gaa le long de 70 restreintes 
t^,ao- Or le germe gaa et les intgrales premircs de x sont dc;s Iments d'un anneau 
restriction analytique; le lemme d'isomorphie 14 s'applique: les fibres diffrentielles 
de gaQ le long de 70 sont isomorphes et il en est de mme de celles de fa^ restreintes 

Il s'ensuit deux choses: d'une part, îaQ\ùo possde un idal Xao -transverse le long 
de 7o, qui coïncide avec celui de g^f^^îj^ et qui contient l'idal (Il en est donc 

de mme pour f^u^ le long de 7, par l'isomorphisme tt/j). D'autre part, la relation 
(1) et le lemme IIIA5 montrent que .fag\jj„ est presque quasi-convergente, 
et possde donc une multiplicit algbrique restreinte, qui conicide avec celle de 
^^ao|t7o dpend donc pas du choix de g. Notons simplement ma+ cette 

multiplicit. 

Soit Jq l'idal Xoj, -transverse de G le long de 0(70) et Wo = c(Wo). Le thorme 
principal IIIAl s'applique l'action de Xao sur G par restriction Uo 

et en appliquant le morphisme c*, on obtient 

Un plongement de / et x est alors ncessaire. Soit /' et D'^ des reprsentants conver- 
gents de / et Dj dans les quotients SB/{p^^). Soit X{x,p) les fonctions Imentaires 
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de l'algbre QRH''-{x, .) et soient /" = iT^+^{f - /') et Z)"^- = iY*+^{Dj - D'^). 

Les germes /" et _D"j appartiennent l'idal (p^^) et sont induits par des Iments 
de l'algbre QRH'^^g{x, .) sur un semi-analytique de QRW' {p, .). En effet, soit 
(am(p, a)) la famille des coefficients de /" et des D"j dans leur dveloppement en 
sric de X . Notons v = (a„j — am(0)) ces nouvelles coordonnes, les fonctions v{v) ap- 
partiennent aussi l'anneau Al'^-^^iV). Remplaons les coordonnes a par a' = {a,v) 
et gardons les mmes notations pour im, Wq, .... 

Ainsi, quitte remplacer /' par f'+f" et Dj par Dj+D"j, on peut supposer que / 

et Dj admettent des reprsentants convergents dans les quotients 5-B/(p^^)A1™"^"'"^.| 
La relation (1) est donc remplace par 

(3) fa-9a&{pr^+'p''') 

et la relation (2) est encore satisfaite par l'invariance de la multiplicit algbrique 
restreinte ma+. 

Soit Dq = T>k n f/o- Montrons que pour tout a G Dq, le germe fa est Xa- 
quivalent Qa sur C/o,o- Le thorme de finitude IBl permettera de conclure. Soit 71 
une trajectoire incluse dans Dq. Etudions le faisceau I~ j({ao} U 7i)jÛQ- En ao, on 
^J9a,\Wo D et d'aprs (2) 

donc d'aprs (3), on a (fao -S'ao)|î/„„^ e J^I^aa^gc^Wa^aa' consquent, Ja^ est 
Xao -finie sur Uo,ao- 

Soit 6 G 71 sufîisament proche de ao- D'aprs (4) et le lemme de cohrence IBS, 
on a 

et donc d'aprs (3), fb est X6-finie sur ?7o.5- Soit a un point quelconque de 71, d'aprs 
le lemme d'isomorphie IB4, les fibres T- , .pr et 2~ sont isomorphes par le 

flot de X qui prserve l'idal {p^"' '^^p^°). Par consquent, /„ est Xa-finie sur Uo^a et 
on a 



(5) hjMûo.. (pr"+v^°) 

(b) Sur le bord de Vf.. 

Soit oi = 7i n 92?fc. Soit Xai le dsingularis de x en ai. D'aprs la proposition 
IVA2, c'est une drivation d'Hilbert de dimension de non trivialit k' — 1 < k — 1. 
Montrons d'abord la proprit {tk')- Dans la rduction de x au voisinage de ai, on 
trivialise dans la coordonne po en posant par exemple = Pq^'^ImiI = |Ai| si 



68 

ui{ai) 7^ 0. Les intgrales premires non triviales A^- au voisinage de ai sont des 
fonctions rgulires des rapports 

u'- = 

des intgrales premires non triviales en œq. Notons w ces nouvelles coordonnes 
germifies autour de 71 et V le semi-analytique de Aj^i{V) correspondant. On 
obtient ainsi la proprit {tk')- 

Montrons que fa^ et Xai satisfont aux hypothses {ik') et {iik') du lemme. Soit 
a G 71 sufRsament proche de ai. D'aprs la proposition IVA2, les germes en a G 71 
des champs x et Xai sont quivalents. Donc, d'aprs (5) et l'expression de TTfe en ai, 
on a 

ceci prouve l'hypothse {ik') avec A^q = (7710+ + 1, A^o)- Soient g'j = {y'Yf (1 + D'^) — 
y'j^i les intgrales premires non triviales de Xai ■ Les germes / et Dj admettent 
des reprsentants convergents dans les quotients SB/{p^^)M.'^°-^+^. Donc, d'aprs 
l'expression de tt/j, les germes fa^ et D'^ admettent des reprsentants convergents 

dans les quotients SB/{{pq)'^'^*~^^p^^). Ceci prouve l'hypothse {iik') avec N[ = 
{ma+ + 2,Ni). □ 

Preuve du thorme. 

Soit / G C^joc ^0 CW un semi-analytique de R{a, A} et A^o tels que 



(6) JxJMWo -^AlVo 

En utilisant la stratification analytique de Wq, on peut supposer que c'est un graphe 
analytique, d'o la proprit {tk)- Notons que la preuve ci-dessous s'applique encore 
des sous-ensembles Wq plus gnraux. 

Soit Uo = n~^{Wo). La preuve reprend certains arguments de la preuve du 
lemme de rcurrence IVBl dont on reprend les notations. Soit (7rfe,A4) le premier 
clatement de x de diviseur exceptionnel Vk et soit Uq = Tr^^{Uo). 

(a) Au dessus de Vk- Soit 

^ ô ^ d 
j=i j 

le dsingularis de x et / le relev de / par TTfc. Soit 70 = T^k^{l) et ao l'unique 
singularité de x sur Dk- La relation (6) est quivalente 



(7) 



7 ~ ~) 
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le germe fa^ est donc presque quasi-convergent sur Uo^ao et possde une multiplicit 
algbrique restreinte ma+. D'aprs le lemme IIIAll, il est Xao'^'^ sur f/o,ao et 

Donc d'aprs (7), on a pour tout j 

Soit 6 € 7i proche do ag. L'une des coordonnes Uj{h) est non nulle. Le lemme de 
cohrence IBS appliqu (8) donne 

Soit X{p,ij) les fonctions Imentaires de l'algbre QRli}' {p, .) et soit g = 
Son germe en tout a € Vk est induit par un Iment de QRTL].]^g{p, .) et fa — Qa & 
^piVi+i^ D'aprs (9) et le lemme de Nakayama, les fibres en 6 de / et g coïncident, 
et par le lemme d'isomorphie IB4, leurs faisceaux le long de 71 coïncident, et on a 

(10) ^^JMÛo.^ip"') 
(b) Sur le bord de "D^. 

On utilise le lemme de rcurrence IVBl. D'aprs (10), les fibres de / le long de 71 
satisfont l'hypotlise {ik')- L'hypothse {iik') est une consquence de la structure du 
morphisme TTfc. □ 

C. Cas gnral et lemme de rcurrence 2. 

Soient x = (xi, ... ,Xk), a = (/i, i^) et x € "^Ti-k- Grce au thorme principal IIIBl, 
on gnralise le thorme IVBl dans le 

Thorme IVCl. L'algbre QRH''' {x,a) est localement x- finie. 

Preuve. Soit / S QRT0''\ Nous allons montrer que / est localement x-finie sur 
un voisinage U de 0. Soit (7rfe,A4) le premier clatement de la dsingularisation de 
X de diviseur exceptionnel Vk et soit x et / les relevs par tt/j de x et /. Montrons 
que / est localement x-finie sur un voisinage dans A4 de tout point de Vk- 

1. Au dessus de Vk- 

Soit u = {ui, . . . ,Uk-i) la coordonne globale sur Vk et {p,a,u) les coordonnes 
sur Afk au dessus de Vk- D'aprs la partie A, on a 
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et fa € QRH^' ip, a,u — Ug) pour tout a G "Dfe. Soit ao l'unique singularit de x sur 

T^k et 7o = {a = 0, u = 0} la trajectoire principale de Xao dans un voisinage Uao 
de oq. Soit T^xag '■ iP^ '^■< ^ ^«o ^ ("^' A) G VF le niorphisme intgral de Xao- 

1.1. En ao- Le rsultat est une consquence immédiate du thorme principal IIIBl. 

1.2. En dehors de ûq. 

Soit J C R{a, A} l'idal -transverse de /a„ le long de 70. L'ide gnrale est la 
suivante: on veut prparer / dans J globalement au dessus de Vk- Ceci repose sur 
une prparation de l'idal J + Mx en vue de la dtermination de la perte d'analycit 
dans J la traverse de l'ensemble singulier {p = 0, u = 0}. En effet, rcnscmble 
limite du satur du sous-ensemble Z{J) n {A = 0} est inclus dans le bord {p = 0}. 
Soit donc {tp,J\f) une dsingularisation dans laquelle l'idal J + Mx est principal, 
monomial et ordonn (lemme IIIBl). Soit (c, Vc) une carte de cette dsingularisation 
de coordonne v = {vi,... ,Vp). Notons Je — {(p) — i^tiJ) avec (p = 11^=1 '^J^- 
Soient /ij,c = V'c(Mi)' = 1 + Mj.c et Aj-,c = i^^i^j)- Quitte rindxer, on suppose 
que 



La perte d'analycit dans cette carte est alors l'image dans W du sous-ensemble 
{Ai,c = 0}. Deux cas se prsentent: 

(a) (Ai,c) C rad((p). Dans ce cas, la perte d'analycit est totale: l'idal Je satisfait 
l'hypothse (HX) relativement l'idal Vc(-^a)- Le rsultat est donc une consquence 
du thorme IVBl. 

(b) Dans le cas contraire, soit p' < p tel que Xi^c — v"'^ x • • • x v^J^' (1 + 0{v)) avec 
n'j < Uj. Soit (fi = ip'ip" l'unique factorisation de (p telle que rad((p') = rad(Ai_c) 
et (p' A if" = 1. Pour obtenir une division globale (au dessus de T>h) de / par 
tp" = X • • • X Vp" , il faut plutt tudier les intgrales premires ramifies lA^^cl^^"''" 
(cf. (3) ci-dessous). Pour cela, une detixime prparation des intgrales premires Xj^c 
et Hj^c est ncessaire. 

Pour simplifier la prsentation, on notera toujours Sj les relevs des fonctions 
Sj^c dans cette prparation. Soient p" = p — p', v'q = {v'jq) = {v\,... ,Vp'), et 
i/'o = (i'"j".o) = (î^p'+ij • ■ • I ^p)- Plaons nous dans un quadrant dans les coordonnes 
v'q, par exemple v'j q > pour tout j. Effectuons une dsingularisation dans les 
coordonnes v"o, et prenons par exemple la carte 



puis faisons un clatcment dans le couple (t'"i,0) ^i,c)- Deux cas se prsentent: 
(b.l) |i'"i,o| < eAi^c- Dans ce cas, on pose 



(1) 



(Afc-i,c) C ••• C (Ai,c) 



(2) 



= Vj pour j > 1, v"i = {v"j^i) et v[ = Vq 
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(b.2) Ai,c < (2/e)|î;"i,o|- Cette situation est couverte par un nombre fini de cartes 

qui sont de deux types: pour l'un, il existe jo tel que (^^^□,0)"''° < (2/e)|î;"i,o|- Dans 
ce cas, on pose 

^^0,0 = «;o,i((2/e)l«"o,i|)'/"^o, 4i = 4o pour j + jo, 

Pour l'autre type, on a {vj o)"' > (2/e)|î^"i,o| pour tout j. Dans ce cas, on pose 

<o = avec flKi)"^ = (2/e)|t;"o,i|, 

i=i 

v'i = K,i) et v"i = {v2, ... ,Vp") = {v"j^i) 

Dans les deux cas, notons vi les coordonnes locales au voisinage des coordonnes 
v' ou v" . qui ne sont pas voisines de 0. Soient Xj^i et ipi les relevs des fonctions 
M:/,c) ^j,c et (fi dans les coordonnes 

v[ = {v'i^i,... ,'v'p'^,i), v'\ = («"1,1,... ,'y"p"i,i) et vi = 

On a {(fi) = (Lp[{v[)){(f^\{v" i)) avec Tad{(p[) = rad(Ai.i). On rpte alors ce procd 
au plus p" fois appliqu aux cartes (b.2). A une certaine tape i de ce procd, on 
obtient p"i = 0, auquel cas la perte d'analycit est totale et on est dans la situation 
de rhypothse (HX). Le rsultat est alors une consquence du thorme IVBl. 

Plaons nous maintenant dans une carte (b.l) une certaine tape i. Soient /Uj^j, 
Xj^i et (fii les relevs des fonctions jjLj^c-, Xj^c et (p dans les coordonnes 

= M,i>-- - '■f^pj.i)' ^"i = - ,'v''p"i,i) et Vi = ,Vp.^i) 

On a (ifi) = {^i{Vi)){^" i{v" i)) avec rad((^^) = rad(Ai,i). Soit {ci,Vi) cette carte 

de coordonnes Vi = (w^, ïï^, «"i) avec Vi = V/ x Vl x et ¥( est un voisinage de 
dans un quadrant, par exemple v'^^^ > pour tout j. Soit Wi C W l'image de 

cette carte et soit Ui le satur de Wi par le flot de x- H s'agit de diviser / par tp", 
globalement au dessus de Di = UiDVk- 

Supposons que les fonctions fij^i et Xj,i sont prparcs sphriquement dans les coor- 
donnes «"i comme dans le thorme principal IIIBl, dont on reprend les notations. 

Divisons P^fao\Uiaa par '^"i dans une extension adapte {QR'Hp''.^K^^„ ,Wp".) sur 
laquelle agit la drivation Xp"^. Soit Up"^ le satur de h{o,p"i par le flot de Xp"^ au 
dessus de '^^ et soit = Up". fl Les sries de f dans les variables 

^(") = it("^i) — sont convergentes sur un voisinage de uniformment au dessus 
de tout compact de la diagonale de Donc, la division en ao est globale au 

dessus de Di si Aj est inclus dans cette diagonale. 
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Or, en tout point a G Di \ {oq}, il existe i tel que ue{a) ^ 0. Sur un voisinage 
de a, les fonctions 

sont des intgrales premires de x- Notons Tj^c{vi) ces derniers rapports crits dans la 
carte Vi pour des indices < k. Soit V^,, = {vi e V^; Tj^e{vi) < 3 pour tout j}. 
D'aprs (1) et l'clatement (b.l) 

(4) A,-, i G My", =^ Xj,i e (Af_JA^„", 

Soit ki le plus grand indice j tel que Aj,i ^ TW^";. D'aprs (1) et (4), les sous- 
ensembles sont vides pour tout i = ki + 1, . . . ,k — 1. 

Plaons nous dans l'un des sous-cnscmblcs Ve^, par exemple Vi^i et soient Wij, 
Ui,i, l^i,p"i, Di,i et Ai,j les sous-ensembles correspondants. D'aprs l'clatement (b.l) 

(5) - ^ij^i{v[,Vi, 0) e {\i4)My-. 

Donc les rapports t,u tendent vers Tj^\{v[,Vi, 0) quand i tend vers uniformment 
en {v[,Vi). De plus, le sous-ensemble Vi^i contient un produit x o F/j = 

{{v[,Vi) &Vl xVi; Tj^i{Vi,Vi) < 2 pour tout j} et est un voisinage de 0. 

Soit n < p"i. Sur Di^i priv d'un voisinage do 0, la coordonne Ui ne s'annule 
pas. Et d'aprs (5), |wi,,i|^/'*^'"/|«i|^''''^ tend vers 1 quand Vi tend vers (et mme 
uniformment en {v,,Vi)). Donc, sur Ai^j on a = Ui. De mme, en utilisant les 
rapports 

et la relation (5), on montre que sur Ai^j on a Uj,„ = uj pour tout j et pour tout 
n. Le sous-ensemble Ai^j est donc inclus dans la diagonale de 

Soit h le quotient de la division de p^f par (p"i au dessus de Ai^j. Pour tout 
A e Ai,i, ona /lA G QRHp>^.{p,Vi,u-u{A),u^^^-u^^\A),--- ,u^p"'^ -u^p"*\A)). 
Soit Ao = {p = 0, Vi = 0, u = u'-^^ = . . . — it(p"i) =^ 0} la singularit principale 
de Xp".. L'idal transverse de /lAolWip» . est {ip,) qui satisfait l'hypothse (HX). 
On conclut donc au rsultat par les mthodes de la partie B appliques au faisceau 

2. Sur le bord de Vf.. 

On utilise le lemme de rcurrence 2 ci-dessous, qu'on a choisi de prsenter au 3 
pour deux raisons: d'une part, ses ides gnralisent simplement celles des 1 et 2 et 
celles du lemme de rcurrence 1, et d'autre part sa prsentation est beaucoup plus 
difficile essentiellement cause des notations. Soit 7 C Di^i une trajectoire de X) 
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a = dVk n7 et k' la dimension de non trivialit de la drivation d'Hilbert Xa- H s'agit 
de prouver les hypothses algbriques {ik' ) et {iik' ) et la proprit topologique {tk' ) au 

voisinage de a. 

Soit Ck' le sous-ensemble de dVk constitu des points o la dimension de non 
trivialt de la drivation d'Hilbert est k' — 1. Quitte rduire les rapports dans 
un voisinage de leurs valeurs sur 7, on suppose que l'adhrence de Di ^ ne rencontre 
qu'une seule composante connexe de Ck' ■ Soit F C Ai_j l'orbite du champ Xp". 
correspondante 7 et soit A le point de F correspondant a. D'aprs le 1.2, pour tout 
point B de T voisin de A, les fibres ^Xp-- .,h,B\Ui p- . sont noethriennes et satisfont, 
par restriction Ui^p". l'inclusion 

Or si b est le point de 7 correspondant B, les germes Xp"^^B et Xb sont rguliers et 
donc " quivalents" : plus prcisment, les fonctions 

sont des intgrales premires analytiques de Xp"^ le long de F. Soit w^_„(r) leurs 
valeurs sur F. Dans le changement de coordonnes „ = „ — „(F) germifi au 
dessus de F, le champ Xp"^ est transform dans le champ x- Donc, dans une extension 
vidente de SB\u^ . ^ obtenue par adjonction des coordonnes i^j ^, les fibres I~^sf{, 
sont noethriennes et satisfont la double inclusion 

et ceci prouve l'hypothse {ik') car le germe en b de la drivation d'Hilbert Xa est 
quivalent la drivation Xb- L'hypothse {iik') est une consquence de la structure du 
morphisme de dsingularisation Wk- 

Dans la rduction de la drivation d'Hilbert x voisinage de a, on trivialise 
dans la coordonne p en posant (p')"^ = p"^ = |Ai,i|. Les intgrales premires non 
triviales A^- au voisinage de a sont des fonctions rgulires des rapports = ^j,i/{p')^' 
d'intgrales premires en qq. On obtient donc la proprit {tk') en posant 

= vi, L' = L,V = Vi,v = v\, v' = {{v'^), (z.; J), V = VI, et y = V^\,i 

□ 

3. L'argument de rcurrence. 

Dfinissons d'abord les espaces des intgrales premires correspondants cette situ- 
ation et qui gnralisent ceux de la partie B 

Dfinition IVCl. Soit {x,a) des coordonnes surR*' x M". Notons 

Soit V un semi- analytique ouvert de AQ'"{x,a) qui adhre 0. On note Ai'^\V) 
l'anneau des germes de fonctions analytiques et bornes sur (un germe en de) V. 
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Supposone dfinis les anneaux Soit V un s emi- analytique ouvert de A^'^{.) 

qui adhre 0. On note A^^iiV) l'anneau des germes de fonctions analytiques et 
bornes sur (un germe en de) V . 

Dfinition IVC2. Soient {x,a,(3) des coordonnes sur M.'' x R" x M™. Notons 

Soit V un s emi- analytique ouvert d'un anneau A^'^{.) qui adhre 0, et soit V un 
voisinage de dans M™. On note _4*^' x V) l'anneau des germes de fonctions 
analytiques et bornes sur (le germe en de) V x V o Y est le complexifi, de V. 

Remarque IVCl. Tout / € x V) est la somme d'une srie 

(6) / = ^/w(x,a)/3^ 

N 

convergente sur le produit d'un reprsentant Vj^ de V et d'un polydisque de C" et 
dont les coefficients /jv appartiennent l'anneau Ai^i{V') et sont tous raliss sur Vj. 

Soient x = (xi, . . . , Xk), p = {pi, ■ ■ ■ , Pl) avec L > et a = (/U, i^, v, v') une coor- 
donne sur M'?! xR"^ xWxR'}''. Soient q = {qi. q2 + q:.i + qi) et x € SWfe[QiîW'=+^'«]. 
Soit U un voisinage de sur lequel x est ralise et soient gj = (1 + Dj) — xj+i ces 
intgrales premires non triviales. Posons g = (gi, . . . ,gk-i) et soit 7 = {{p,a,g) = 
0} l'orbite principale dans U. Soit tt^ : {x,p,a) S J7 1— > (p, a, A) = {p,a,g) S W 
le morphisme intgral de x- Soit p^^^ = (pi,--- ,Pl'), P^"^^ = {pl'+i,--- ,Pl), 
13 = , ù) et soit 

im :{f3,u)€V' xV^ {p^'\p^^\p), i^{(3, v\ v, v, i^'{(3, v\ A(/3, v)) 

une immersion telle que 

(ffe) V est un semi- analytique ouvert d'un anneau A^ '''^(.) et V est un voisinage de 
dans M^^. De plus, les fonctions composantes de p^^^ appartiennent un anneau 
,93 (^y-) ^.1^ ijjg fonctions composantes de /x, v' et A appartiennent un anneau 

Soit Wq = im{V' x V) et soit Uq = ■ïï~^{Wo). Si m e 7, on note f/o,m le germe 
de Uq en m. 

Lemme IVCl (lemme de rcurrence 2). Soit f € QRTi^^^''^ . On suppose que 
{ik) il existe un idal Jq C R{v} et Nq = (?îi,o) t^ls que pour tout m G 'y, la fibre 
^xJ,m\Uo,m satisfait, par restriction ?7o,m lo, double inclusion 

7Tl^{{p''")Jo)Cl^j,„.C7rlM) 

(iik) il existe Ni = (rij^i) avec rij^i > n^^o tel que les germes f et Dj admettent 
des reprsentants convergents dans les quotients SB/{p'^^). 



75 



Alors f est localement x- finie sur Uq. 

Preuve. Elle est base sur une rcurrence sur la dimension de non-trivialit k — 1 
et sur les arguments de l'algorithme de finitude utiliss dans le lemme de rcurrence 
IVBl. L'tape fc = 1 est une consquence de ce qui suit. L'ide gnrale est la suivante: 
aprs dsingularisation de x si ncessaire, on divise le relev de / dans l'idal Jq. Par 
l'hypothse {i/.), le quotient de cette division satisfait alors aux hypothses du lemme 
de rcurrence IVBl. 

Soit (TTfc, A/fc) le premier clatement de la dsingularisation de x de diviseur excep- 
tionnel Vk et soit X et / les relevs par tt^ de x et /. En identifiant Wq son image 
par TT^^, soit Ûq le satur de Wq par le flot de x- Montrons que / est localement 

X" finie sur un voisinage dans Uq de tout point de Ci Uq. 

3.1. Au dessus de Vh. 

Soit u = {ui, . . . , Uk-i) la coordonne globale sur T>h et {po, p, a, u) les coordonnes 
sur A4 au dessus de Vk- On a 



et /a e QR'H^^^' {po, p,a,u — Ua) pour tout a € T>k. Soit ao l'unique singularit de 
X sur Vk et jo = {p = 0, a = 0, u = 0} la trajectoire principale de Xoo dans un 
voisinage de ao- 

3.1.1. En ao- 

La preuve reprend, en la gnralisant, la mthode du thormc principal IIIBl. Soit 
{tp,JV) une dsingularisation (dans les coordonnes f) dans laquelle l'idal Jq est prin- 
cipal et monomial. En utilisant (6), on suppose que les fonctions /itj et Xj sont 
prparcs sphriqucmcnt dans cette dsingularisation. Soit donc (c, Vc) une carte de 
cette dsingularisation de coordonne v et soit Wc C Wq et Uc C Uq les ensembles 
correspondants. Soit Je = {(p) = ^*(Jo), avec = 0^=1 ■ Soient fij^c = i^cil^j) 
et Xj^c = V'c('^j) 

C^) Mj,c = IJ'j,p+i-i + et Aj,c = Xj^p+i-i + Xjp_^_l_i 

les fonctions p-j.p+i-i et Ajp_|_i_i sont indpendantes des coordonnes [vi,... ,Vp). 
Les fonctions fi^ p+i_i et X'- p^i_i appartiennent l'idal {viX ■ ■ ■ x Vi) dans l'anneau 



Dans la division de pQ°fao pai" les nouvelles fonctions Imentaires des exten- 
sions QRH portent sur les coordonnes {po,p) de l'algbre QRH^^^'-. De plus les 
(fonctions) coordonnes (/i, v') analytiques de cette algbre et les intgrales premires 
A donnent lieu, dans cette division, des (fonctions) coordonnes analytiques de 
l'extension qu'on notera (î/')(°). 




fc-i 



A{V' X K). 
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Soit donc {QRH^ {pojPjVjV, {'^o^))\Upj^p) l'extension dans laquelle la 

division de 'ïï*{pq° fao) par est r alise. Cette extension est dfinie par les formules 
sphriqucs (7), et par une induction sur L comme pour les algbrcs QRH^^^ \ Soit 
ho le quotient de cette division. Soit Xp la drivation qui relve Xoo sur Ucfi germe de 
Uc en ao. Soit Fq son orbite principale, et Aq sa singularit principale. On a 7^ 
le long de 70. Donc en appliquant le morphisme tt* (vTp tant germifi le long de Fq) 
la double inclusion (i^), on obtient que les fibres de le long de Fq contiennent 
p^" (par restriction Up). 

Ds lors, on applique la mthode du lemme de rcurrence IVBl. Soit ma+ la 
multipliât algbrique d'un reprsentant convergent de /iq modulo (p^^), il en existe 
un d'aprs l'hypotlise {iik)- Ce reprsentant satisfait globalement la double inclusion 
en Aq d'aprs le thorme principal IIIAl. Donc, en prenant un plongement de / et 
des fonctions Dj un ordre quelconque no,i > ma+ (cf. lemme de rcurrence IVBl), 
on obtient que est A'p-finie sur une restriction Up^na 1 de ce plongement (et il 
en est de mme pour fa^ sur ?7c,o,rao,i germe en ao d'une restriction Uc,no,i de ce 
plongement). De plus on a la double inclusion par restriction Up,no,i 

(8) (^r"+V"v)c/,^_^.(^.o^^^^c(^) 

3.1.2 En dehors de gq. 

Comme dans le paragraphe 1.2, on veut dterminer la factorisation Je = {ip'){f") 
telle que le sous-ensemble image dans Wc de {(p' = 0} reprsente la perte d'analycit 
la traverse des singularits ao(a) et telle que la division de / par 9?" soit globale 
au dessus du sous-ensemble correspondant De a Vu- On gnralise la prparation du 
paragraphe 1.2 aux anneaux A{V' x Vc) de la faon suivante: soit A^- ^(/3) = \j,c{f3, 0) 
et A"j_c = Xj,c — X'j c- D'aprs (2), on a A"j,c £ (''^i)- Donc, l'ensemble limite du 
satur par le flot de x de l'image dans Wc du sous-ensemble {(A^ ,,) =0, vi = 0} 
est inclus dans l'ensemble singulier de x au dessus de ao. Considrons donc les 
ensembles ^ ~ i\^'j.c\ < 2|A^ pour tout j} pour £ = 1, . . . , k — 1 et ^ = 
{\X'j g| < 2|î;i|, pour tout j}. La préparation (pr) est la suivante 

(prl) Sur 14'^, on pose 

v[=vi = (ui^i), v'\ = {V2,... ,Vp) = (u"i,i,... ,'y"p"i,i) et Pi = {P,v[) 

Remarquons que p" 1 < p. Les fonctions Xj c se relvent dans les fonctions Xj 1 = 
<i(A;-,i(/3i)+0(î;"i)). 

(pr2) Sur ^ par exemple, deux cas se prsentent: 
(pr2.1) 1^1 1 < e\X[ g|. On pose alors 



VI = v'\,iX[^c, v'i = K,c = Pi = et v\ = {v'\,uV2, ...,Vp) = (î;"j,i) 
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Les fonctions Xj^c se relvent dans les fonctions Aj,i = + 0{v"i)). Re- 

marquons que X'i i = 1. 

(pr2.2) e|A'i ^1 < < 2|A'i Ce cas se trate comme le cas (prl). 

On rpte ce procd au plus p fois appliqu aux cartes (prl). A une certaine tape, 
on obtient p" , = 0. La perte d'analycit est alors totale. 

Plaons nous dans une carte (pr2.1) une tape i. Les relevs des fonctions Aj,c 
s'crivent 

Pi 

A,.^ = n + 0{v\)) avec A'^,, = 1 

D'aprs (7), on a 0(v" i) = 0{v'\_i). Dans ce cas, on applique la mthode prparatoirc 
(pr) ci-dessus aux (fonctions) coordonnes X'j ^ ^ 1 et la coordonne Puis, 
on applique la mthode du paragraphe 1.2 (cas (b)) au couple constitu du facteur 
dominant de la prparation (pr) et de la (fonction) coordonne Ai ,j qui rcprscntc la 
perte d'analycit. On rpte ce procd au plus {k — 2 -|-p"i) fois appliqu aux cartes 
(b.2). A une certaine tape de cette prparation, on obtient p". = 0. 

Dans tous les cas, notons Vi les coordonnes locales au voisinage des coordonnes 
v" . qui ne sont pas voisines de 0. Posons Vi ~ (w-, ïï,, î;",) et Pi = {pi, Vi). On obtient 
la factorisation du relev (tp,) = (<^-(t;-))(<^"i(t;",)) et la prparation des relevs 

p'i 

et pour £^ 1 

^^.^ = li^^iT^'-'i^M) + OiV'i)) avec n^,^. , > n[^^^, 

D'aprs cette double prparation, il existe une partition v[ = {p[, p^\) telle que 
les coordonnes p'\ soient des fonctions des coordonnes /?■ = {(3,p^,Vi) appartenant 
un anneau A.iVl) o V- est un semi-analytique ouvert d'un anneau .4.(.) donn 
par la prparation ci-dessus. Comme dans le paragraphe 1, on utilise (7) pour 
montrer que les rapports Tj^t,{fi[,v'\) convergent vers rj,^(/3-,0) quand v" i tend 
vers uniformment en sur les sous-ensembles non vides V^.i = {(/3i)i'"i) € 
VI ^ Vi\ Tjj: < 3 pour tout j} o Vi est un voisinage de dans W » donn par la 
prparation ci-dessus. De plus ce sous-ensemble V^^i contient le produit de V^'^ = 
{/?■ e y/; Ti^i < 2 pour tout j} qui est un semi-analytique ouvert de A.ÇV-), et 
d'un voisinage V"i^i de 0. 

Plaons nous dans l'un des sous-ensembles non vides V^,j, par exemple Vi^i et sup- 
posons que les fonctions /ij ^ et Xj i sont prpares sphriquement dans les coordonnes 
v"i. Soit h le quotient de la division de Pg V par </'"i en ag (si p"i = 0, on prend 
h = f). Soit n- le plus petit entier tel que X"\ e (tp-). Choisissons un ordre no,i de 
plongement de / et des fonctions Dj (cf. 3.1.1) tel que 
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no,i > no fi = ma+ + 1 + Si{0) + 2n- 

l+L 

Soit (giîWp», |Wp...)^p"i) l'extension associe cette division. Soient W^i,,, J7i,i C 
Uc.no. ^i.p",i et Al.,; les sous-ensembles correspondants Vi^i. Comme dans 
le paragraphe L on montre que Ai^j est inclus dans la diagonale de T>^ '^^ . Donc 
cette division est globale au dessus de Ai^j et pour tout A G Ai_j, on a /i^ G 

QRhJ^^ {pQ,p,Vi,V,{v')^^\u - u{A)M^^ - u^^){A),--- - u^P"^){A)). Les 

coordonnes (u')^^^ sont dfinies comme les coordonnes {v')^^\ 

En tout point h G Di^i \ {oq}, les champs Xb et Xp^s (cf. 3.1.1) sont quivalents. 
Comme dans le paragraphe 1, dont on reprend les notations, on construit une exten- 
sion de 5'-B|c/i ^ ^ par adjonction de (fonctions) coordonnes (i/')^^) qui appartiennent 
un anneau A,{V( ^ x l^"i,,) d'aprs (7) et la prparation ci-dessus. Et d'aprs (8) et le 
lemme de cohrence 13, si en plus b G J/c,o,tio,i' ^ double inclusion dans cette 
extension 



(9) (pr^+v^v.)cx~^.oj,,c(^.) 

De mme, en tout point b G Du \ {ao}, les champs Xb et Xp^.^B sont quivalents. On 
construit donc une extension de cette dernire extension par adjonction de (fonc- 
tions) coordonnes {v')^^^ G A(V/j x V'i,i) et on note H l'image de h dans cette 
extension. On a donc sur une restriction adquate au dessus de Di^i \ {ao} 

(10) pl-J=ip\H 

et si b est voisin de ao, la double inclusion (9) donne 



(11) (p^^+^^^+V^VOcX^^^H.b 

Or sur \ {ao}, la coordonne Ux ne s'annule pas et on a A"'j G Donc 
l'inclusion (11) donne 



(12) (prV^°)cX3^,H,6 

et par le plongement ci-dessus l'ordre no,i, le germe de H en tout point de D\^i est 
convergent modulo (Po^'V^O- Pour conchirc, ou applique la mthode du lemme de 
rcurrence IVBl H au dessus de £>i,, et on utilise (10). 

3.2 Sur le bord de Dfe. 

Soit a G ZJi.i n dVk et fc' — 1 la dimension de non trivialitdc la drivation 
d'Hilbert en a. Il reste simplement nommer les donnes du lemme en fonction 
de k'. On pose p^V = (p^^\p-). î^fc' = {î'.Vi), Vk' = v'\, p"^} = {p^'^\p\), 
^k' — (((^')^''^)j=o,---4) (î^j)) o les (fonctions) coordonnes {u')^^^ proviennent du 
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plongement l'ordre no,i et les v'j sont dtermins par les rapports Tj^\ comme dans 
le paragraphe 2. On pose aussi VI, = V{ Vk' = V'i^i, N^^k' = (^^o.o, • • • ,nofi,No) 
et Ni^k' = {no,i, • ■ ■ , no^i, Ni), no,o et no,i tant rpts p'^ fois. Le reste de la preuve 
est maintenant classique! □ 

Preuve du thorme 0. 

Soit {X^,Tk) un dploiement analytique de Xq qq paramtres. D'aprs le thorme 
VAl (appendice VA), il existe des transversales analytiques aj et Tj au voisinage 
de chaque sommet Pj tels que l'application de Dulac du coin Pj soit induite par 
un Iment dj G QRTi^''^^''^°\xj, iJ,j,v). Posons a = (/xi,... ,iJ,k,i^) = (M)'^) et g = 
(9i)92) = {k,qo)- Soient Xjiv) les germes qui dploient les connexions 7j,j+i. Les 
cycles du champ proches de rencontrent les transversales aj aux points dont 
les abscisses Xj sont solutions du systme 

(13) di{xi,a{iy)) - Î2{x2,a{v)) = Xi{v), . . . ,dk{xk,a{i^)) - fi{xi,a{i^)) = \k{v) 

les germes fj étant des difFcomorphismes analytiques dans la variable Xj qui prser- 
vent l'origine et l'orientation. Par la rduction de la partie A, le systme (13) est 
quivalent au systme 

di{xi,a{v)) - X2 = Ai(i/), . . . ,dk{xk, a{v)) - xi = Xkiv) 

Posons x = {xi,... ,Xk) et A = (Ai,... ,Aa;_i). Soit x G EHkiQRU'''''] dont 
{k — 1) intgrales non triviales sont gj{xj,Xj+i,a) = dj{xj,a) — Xj+i. Soit Wq 
l'image d'un voisinage de dans M® par l'immersion v (a{iy), X(jy)) et soit 
Uq = 7r~^(Wo). Soit f{x, a) = dk{xk, a) —Xi — Afe(i^). Alors la partie (i) du thorme 
est quivalente la x-rgularit de / sur Uo et la partie (ii) est vrifie si l'idal diffrentiel 
I^j- est localement nocthricn sur Uq ( extensions toiles prs). Le thorme est donc 
une consquence simple du thorme IVCl ci-dessus. □ 

Appendice V. 

A. Dploiements d'applications de Dulac. 

Il est connu ( [E] et [I] ) que l'application de Dulac d'une singularité hyperbolique 
réelle est un élément de QA^'^. Un théorème de [M-M] dit que l'application de Dulac 
est "convergente" si et seulement si la singularité est analytiquement normalisable. 
Ceci limite considérablement le champ d'application des arguments classiques de 
la géométrie analytique et justifie l'approche quasi-analytique adoptée qui prolonge 
celles d'Ecalle et d'Il'yashenko. 

On se limitera au cas d'une équation différentielle resonnante de nombre car- 
actéristique r = 1: le cas r = n/m, s'en déduit par une double ramification et le 
cas quasi-résonnant présente moins de difficulté. Soit cOi, — xdy + y{l + /x(j^) -|- 
a{x,y,y))dx un déploiement analytique à q paramètres v = (j^i, . . . ^Vq) d'une 1- 
forme analytique réelle résonnante. Ce déploiement est induit par le déploiement 



Wa = xdy + y{l + IJ. + a{x, y, y))dx 
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avec a = {n, v) & WixWq& (K, 0) x 0). On pose r = l + ^l. L'objet de cette 
partie est le 

Thorme VAl. Soit d{.,a) l'application de Dulac de Wa, alors il existe D G 
QRT-O-^^^'t^ tel que d = x''{l + D) et £)(0) = 0. 

La propriété de quasi- analycit a été démontrée dans [E-M-R] sur des domaines 
de £1 de type puissance 

(1) {w = u + iv; |w| < Cm"; u » 1}, C > 0, n > 2 

en utilisant l'idée géométrique d'Il'yashenko [I] basée sur la structure de l'holonomie 

de l'une des séparatrices. Or les domaines de £1 qui s'imposent naturellement dans 
le problème sont les domaines qui sont optimaux pour les formes normales; i.e les 
domaines d'Ecalle [E] de type exponentiel 

(2) {w = u + iv\ \v\<Ce-yc^{u/K)-l; m > 1}, C > 0, K>1 

On adopte une démarche qui combine l'idée géométrique d'Il'yashenko en modifiant 
les chemins d'intégration, et celle de Dulac [D] qui consiste à construire une intégrale 
première analytique dans l'une des variables. On suppose que Wq, est préparée à 
l'ordre 1 

(3) a = xy ^a„(x,i^)î/"~^ 
et qu'on a la majoration suivante 

(4) Ell«"lko,i)xw, < 1/4 

n>l 

011 Wç est le complexifié de Wq. Soit 

(5) f{x,y,a) = ^fn{x,a)y'^ 

l'intégrale première de Wq, telle que f{l,y,a) = y. L'application de Dulac de Wq, 
est analytiquement conjuguée à 



(6) d{x,a)=f{x,l/2,a) 
et le théorème est conséquence de la 
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Proposition VAl. Il existe F e QRH^''^^'i+^^ tel que f = x^'yil+F) et F(0) = 0. 



1. Oprateur intgral de Dulac. 

Notons = {w E C; Kc{w) > 0}. Soit Çl un ouvert simplement connexe de 
P"*" tel que G fi et Hc{^) l'espace des fonctions holomorphes sur Q et continues 
sur fi. Pour tout s € C*, on définit sur Hc{fl) l'opérateur Cg par 



(7) £s{f){w) = sexp{-sw) exp{{s - l)z)f{z)dz 



oVl c n (!st un chciniin rgulicr joignant et w. Pour ,s fixé, l'ensemble 
Lg = {w G Rc(sw;) = 0} est dit direction singulière de l'operateur Cs et 

fîg = {w S P^] Rc(sw;) > 0} est dit domaine non-singulier de Ls- On montre que, 
sous une certaine condition géométrique sur le chemin 7^, et donc sur l'ouvert fi, 
l'opérateur Cg est 2-lipschitzien. 

Lemme VAl. Si Q, <Z et si le long du chemin 7^ la condition suivante est 
satisfaite 



dz 

(8) |tan(arg(s-))| < |exp(z)| 
alors pour tout f £ Hc{0,) 

(9) |£«(/)H|<2||/||^„ 

Preuve. Soit to tel que z{to) = w. Grâce à (8), on a la majoration 

\Cs{mw)\ < 2||/||^„|exp(-s«;)| / " |Re(s^')| exp(Re(s0))rft 

Jo 

le chemin 7^, étant C^-rgulier, la condition (8) implique que la fonction Re(sz') ne 
s'annule pas sur 7^. Et comme fl C Clg, le résultat en découle facilement. □ 

2. Preuve de la proposition. 

C'est une consquence du lemme VAl et des lemmes ci-dessous. Les coefficients 
/„ de la série de / vérifient les équations différentielles 

X— nrfn =x} pan^pjp et fi^x 

OX '^p=l 

Il est clair que chaque fonction /„ est holomorphe, mais n'est pas forcément bornée 
sur P+ X Wg+i. Pour n > 1, posons 

1 ^— 1 

h'n ~ / , ^ Pan—pfp 

nr^-^p=i 
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alors, les coefficients /„ sont donnés par 

fn ^nrij^n) 



et d'après (4) on obtient 



\hn\\* < max 

Z l<p<n— 1 



OÙ * est un domaine qui dépendra du contexte. De même, soit F„ = fn/fi les 
coefficients de la série de 1 + -F et 

^ n—l 
Hn = ~ 7 ~r~ / . PO^n—pFp 

[n — l)r ^ 

alors, on a 

En particulier, la fonction élémentaire z{x, fj.) = xLd{x, jj.) est donne par 

z = Cr{--) 

r 

Lemme VA2. Les germes de f et F sont des éléments de SB^ '^^^ . 

Preuve. Le domaine non-singulier de l'oprateur Cnr coïncide avec Ur- Soit 9 G 
]0,7r/2[ et S$ = {w € P+; |arg(w)| < 9}. Si arg(r) est suffisament petit, le 
secteur 5^ est inclus dans flr- Soit uq > tel que 

(10) exp(uo) > tan(é') 
et wo G S$ tel que 

(11) arg(wo) =0 et arg(wo - «o) ~ ^ 

Soit 50,61 =30(1 {SaTg(wo-uo) + ^o)- Oïl joint w G So^g à par un chemin C^-rgulier 
voisin du chemin 7^ — [0, uq] U [uo, î"] qui satisfait à la condition (8) du lemme VAl 

grâce à (10) et (11). D'o le rsultat. □ 

Chemins exponentiels. Pour tout Uq > l et K > 1, notons 

Vuo,K = {w = uo+u + iv G P~^; u>0, \v\ < exp{u/K) — 1} 
On joint un élément w G 'Vuo,k à par le chemin 

7™ = [0, uo] U {z = uo + u + iC(exp(u/i4r) — 1); uG [0, Re(îi;) — uq]} 

oii C £ [—1, 1] est une constante qui ne dépend que de w. Par un calcul simple, il 
existe M{K) > tel que pour tout uq >1 et sur tout chemin exponentiel 

(12) lÏ^I^^(^) 



Lemme VAS. Le germe de f est un élément de QA^'5+^). 
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Preuve. Montrons que / satisfait la condition de quasi- analy cit. Remarquons 
d'abord que si r est réel, le domaine non-singulier de l'opérateur Cnr est P+. Les 
chemins 7^ de Vi,i satisfont clairement à la condition (8) du lemme VAl. 

Soit Lfa le morphisme d'éclatement du point (00, 0) de P"*" x C dans la direction 
réelle de RP^ 



(13) ^po■■ {w,iJ,) fj,- ^ 



w + 1 

et soit $0 l'application 

(14) <^o{w,y,'jl,iy) = {w,y,ipo{w,fi),v). 

Soit K > 1. Si Wi G (C,0) est sufHsament petit, les projections sur [0, 1] U Vi^k 
des fibres ^(/^) de ([0, 1] U Vi^k) x Wi contiennent les sous-ensembles 

(15) A^{w) = {zG[0,1]^Vi.k; Re(^)< Re(ii;), |z| < |w|} 

qui sont inclus dans le domaine non-singulier des opérateurs £nr- En effet, si 
z e]0, 1], on a Re(r2:) = 2;Re(r) > et si ^ e Vi^k 

Re{rz) = Re{z) + Re{-^^^z) > 

Soit uo > 1. Les chemins 7^ de [0,^0] U Vu^^k sont inclus dans A^(î«) et satisfont 

à la condition (8) du lemme VAl si uq est sufSsament grand. En effet, elle est 
clairement satisfaite sur le segment réel. Sur le chemin exponentiel 

rz = z + fxz— 
z 



et d'après (12) 



, Im(r2:'), , , 

|^^|<exp(no + t.) 



Soit D{0, p) un disque de Wi. Soit /, F et /i les relevés par $0 de /, F et /i. On 
a donc 

II-*- ^llv„o.-ff ><-D(0,l/2)x£'(0,p)xW<, - ^0 

et 

1 1/1 •) I Id(ô;^ < C*! I exp(-«;) I 

par conséquent 

II/K-)IId(Ô472)xd(Mxw, ^ C'2|exp(-u;)| 
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Par les formules intgrales de Cauchy sur D{0,p), les coefficients de la srie / = 
Sfe>o^fei"^ admettent les majorations 

l|êfc(w,.)ll D(o.i/2) xw, <Cfc|exp(-w)| 

Soit maintenant / = X)^;>oCfcA*'^ la série de /. On a Cfe = (w + l)''ck et donc 
chaque coefficient Ck est borné sur le domaine V^o,fc+i- conclut en remarquant 
que le complmentairc de ces domaines dans n'importe quel domaine de type puis- 
sance, est une partie relativement compact. □ 

Lemme VA4. Le germe de F est un élément de QRTi^^'^^ '^^^K 

Preuve. La démarche est classique ([I-Y], [M], [Ro2] ) pour la partie concernant la 
structure asymptotique formelle de type Hilbert. Elle utilise les formes prnormales 
de oja- Les proprits du reste dcoulent d'une deuxime application des oprateurs 
intgrals de Dulac. 

On prépare analytiqucmcnt u)a à un certain ordre 2A'' > 1 par un difféomorphismej 

qui préserve la coordonnée x 



a{x, y, a) = ^ an{x, a)y'^ avec o„ 



n>l 

Soit /i,Ar l'intégrale première de la forme prnormale 



a:"a„(a) pour n < 2N 
x'^^+^àn{x, a) pour n > 2N 



an{x,a)y'^)dx 

n—l 

telle que /i.Ar(l,y,a) = y. Il est connu ([I-Y] par exemple) qu'il existe Fi^jv & 
QRV}J^'''^^^ telle que 

= x^y{l + Fi.jv) et Fi,jv(0) = 

En effet, dans le morphisme ^a{x,y) = {xi,yi) = {xy,z{x,ii)y), la 1-forme 0Ja,N 
se désingularise en 

a„x1)dyi + (1 - yi > a„x" )dxi 

n—l ^ — 'n=l 

et cette 1-forme admet une intégrale première analytique g qui vérifie g{xi,0, a) = 
xi. Soit go = xi + fxyi l'intégrale première de la partie linéaire. Par un calcul 
simple 

Af 

dgo A ùia,N = go ^^ânXi~^dxi A dyi 

n=l 

et ceci montre que g est divisible par go- 

Soit ^o:{x,y) = {X,Y) le changement de coordonnées ramifié 
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(17) I 



X = x 

y = y(l + Fi,jv) 



la fonction /i,jv étant une intégrale première de w^jv, la 1-forme ramifiée rja = 
{-^~^)*ùJa s'écrit 

rjc = XdY + Y{r + {XYf^+'^b{X, Y, a))dX 

avec b e QRTi.lvg''^'^^^ ■ Soit /2,jv l'intégrale première de rja telle que /2,Ar(l, Y, a) = 
Y. Soit '^{x,y,a) = (^'«(a;, î/), a). L'intégrale première / de Ua est donnée par 

/ = f2,N O * 

Or il est facile de voir que /2,Ar s'écrit 



(18) f2,N=X^Y{l + X''Hj^) 

On montre alors que iîjv = X]„>2jv ^n^" ^st un élément de SB^''^^^ (et mme de 
Q^i>9+2^^ en appliquant la méthode des lemmes précédents aux coefficients /i„ par 
l'intcrmcdiairc des operateurs £(„_i)r-Ar sur le domaine non-singulier fi2r-i- Ceci 
implique en particulier que F G QA^''^'^^ (pour un bon choix de N), et donc que 
F G QiîWi'(i'9+i) □ 

3. Remarque VAl. 

On peut construire des chemins sur les feuilles de qui ne quittent pas un 
certain voisinage de 0, par exemple D{0, 1) x .0(0, 1), et qui rencontrent une seule 
fois chacune des transversales {x = 1} et {y = 1}. En effet, soit Y = y{l + F). 
D'après l'étude précédente 



(19) ci|y| < \\Y{.,y, .)\\vxWixw^ < C2\y\ 

Soit yo < Ci/c2. L'intgration relie au dessus du segment [l,yo] est presque une 
translation relie dans la coordonne w. Maintenant, en utilisant (19) et l'intégrale 
première x^Y de la partie linéaire de , on montre que l'intégration au dessus des 
chemins 7^ ne quitte pas le voisinage -D(0, 1) x D{0, 1). 

B. Les thormes de division. 

Ils sont basés sur l'algorithme de division d'Hironaka [B-M]. Rappelons quelques 

résultats de ce travail: soit a G M.{a} avec a ~ {ai, . . . , aq). On note eL{a) le plus 
petit indice m G de coefficient non nul dans la série 

m 

les éléments de étant ordonnés par l'ordre lexicographique (L(m),mi, . . . ,mg) 
oii Z/(m) = X^j- Xjîrij est une forme linéaire positive. Soit J un idéal de M{a} et 
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N{J) = {eL{a); a G J} son diagramme des exposants initiaiix. Il existe une liste 
minimale m^,. . . , m' gW telle que 

7V(J) = U^i{m*+N«} 
On définit une partition de par 

Al = + N9 Ai = m'+W- U'j^-\Afe et A = N« - U^=i A^ 

alors 

(i) toute famille ai, . . . , a; G J telle que eL{ai) = m' est une base de J 
(ii) tout / G M{a} se divise de manière unique dans J sous la forme 

f = Y, + ^ Qi, R& ^{a} 

i=l 

m' + Supp((5i) C Ai et Supp(iî) C A 

La partie analytique de cette algorithme fournit des estimations précises: soit L 
une forme linaire positive, cr > et 

MMi,<. = {/ = ^/„a-; ||/|k<.<oo} avec ||/||^,, = ^ |/„|<7^(-) 

m 

alors il existe L et £ > tels que si / G M{a}L,(T et cr < £ 

||Qi(/)lk.<^^||/lk. et ||iî(/)|k<.<2||/|k. 

Soit Çl £ £1 un domaine quasi-analytique et Q7l'^''?[rî] C QA^''' l'algbrc des germes 
/ = ^ fm{x)a"^ dont les coefficients fm admettent un prolongement holomorphe 
et borné sur Çl. Pour l'action de xo = xd/dx sur ces algbres, on a le 

Thorme VBl (thorme de de division 1). Soit B = QA^''i[Çl] ou SB'^'i et J 
un idéal de M{a}. Soit ai, . . . ,ai une base de J. Alors pour tout f G B, il existe 
de manière unique Qi, R G B tels que 

i 

m' + Supp{Qi{x, .)) C Ai Supp{R{x, .)) C A 



La partie formelle de cet algorithme implique le 
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Lemme VBl. Soit f = fmCt"^ € B. Si pour tout m, on a fm = o(a;") (dans 
l'anneau SB^''^), alors il en est de même pour les séries des Qt et de R. 

Soit s G N* et soit la drivation 

d d 

Quitte effectuer une ramification en x, on peut supposer que s = 1. La drivation x 
agit sur l'anneau SB^'-{x,a,u). Soit : {x,a,u) € J7 i— > {a,{\j)) = {a,{xuj)) G 
W son morphisme intgral. Les idaux x-transverses le long de 7 = {{a, u) = 0} sont 
des idaux de l'anneau M{a, A}. 

Thorme VB2 (thorme de division 2). Soit J un idal de R{a,X}. Il existe 
un entier n{J) tel que pour tout / G SB{x, a, u) dont Vidal x-transverse est inclus 
dans J, alors {x^^''^)I^j C 7r*(J). 

Preuve. Soit Se un secteur dans la coordonne x et Pe un polydisque dans les 
coordonnes (a, u) tels que la srie f = J2 Cn,m{x)a"'u"^ soit convergente sur Se x Pg. 
Soit F = X;a;-l'"lc„,„a"A'". On a 7r*(F) = / et pour tout x S Se, la srie de 
F{x,.) est convergente sur le produit de polydisques Pe x Pi;\x\- Dt- plus, l'idal 
Xo-transverse de F est inclus dans J. Soit {(pj) une base de l'idal J dans l'anneau 
R{a, A}. D'aprs le thorme de division VBl 

(1) F = J2Qm 

Ce thorme se gnralisc facilement aux produits de polydisques: soit L{n,m) = 
Li{n) + L2{m) une forme linaire positive et soit a = (cii, 02) avec Oi > 0. Notons 

alors il existe L, des entiers iij, £2,j et £0 > tels que si ai < eq 

\\Qj{^,-)\\l,.< , \\F{x,.)\\L,a 

Soit n(J) = max{£2j}, on a \\x'^^'^^Qj{x, ■)\\L,cr < Cj\\F{x, .)IIl,(t, par consquent si 
e est sufSsament petit, on a qj = tt* G SB{x,a,u). On obtient le rsultat 

en relevant la relation (1) 

Soit y = {vi,... ,Pp), y' = (i^l,--- ^y'pi), ex = {n,y') et a' = {a, y). L'algbre 
QRH{x,a') s'identifie une sous-algbre de B = QRH{x,a){y}. Les srics d'Imcnts 
de B sont convergentes sur un voisinage produit. Soit / = X] finM"^ G 6, l'algbre 
QRH{x,a) tant locale de topologie de Krull spare, on peut dfinir, comme dans 
[B-M], un ordre sur les monmes de B: soit M. l'idal maximal de QRH{x, a), l'ordre 
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e(/m) de fm est le plus grand entier e tel que e A4^. Soit L{m) = 
une forme linairc positive et soit (L^m), mi, . . . , rup) l'ordre lexicographique sur les 
monmes i^™. Pour tout entier £, l'application L'{fmi'"^) = {ie{fm),L{m),m) est 
un ordre sur les monmes de B. 

Soit I = {g\, ... ,gq) un idal de B et soit gj = J29j,mi^"^ la srie de gj. On 
suppose que pour tout j, il existe un coefficient gj,m d'ordre 0. Soit le plus 
petit de ces entiers et (Aj, A) la partition de W associe. On dfinit le support de 
f G B par supp(/) = {m; 7^ 0}. Les algorithmes formel et analytique de 
[B-M] s'adaptent /et B et on obtient 

Lemme VB2. Il existe L et i tels que tout f G B se divise de manire unique dans 
I sous la forme 

q 

f = J2Qi9j+R Qj, R&B 

+ supp{Qj) C Aj et supp{R) C A 

L'algbre QRT-L{x, a') est isomorphe une sous-algbre S* de B dfinie comme suit: 
Soit X{x, /i) les fonctions Imcntaires de QRH. Alors / e B* si et seulement si pour 

tout n, la srie t„(/) = X]jx(/ni)^™ ^st un Iment de QRHcvg- Si / est un idal de 
B* satisfaisant aux mmcs hypothscs que ci-dessus, alors 

Thorme VB3 (thorme de division 3). Tout f G B,, se divise de manire unique 
dans I sous la forme 

f = J2Qj9j + R Qj,ReB. 

+ supp{Qj) C Aj et supp{R) C A 

Preuve. D'aprs la partie formel de l'algorithme (lemme VBl), si = o{x'^) pour 
tout m, il en est de mme des sries des Qj et de R. Soit Qj{f) et R{f) donns par 
le lemme VB2. Par l'unicit de la division, Qj{f) = Qj{Tn{f)) + Qj{f — Tnif j) et 
Rif) = R{Tn{f)) + R{f - r„(/)). Par consquent t„(Q,(/)) = t„(Q,(t„(/))) et 
Tn{R{f)) = Tn{R{Tn{f))). Soit l'idal /„ = (T„(gi), . . . ,T„(5q)), la partition de W 
qui lui est associe est la mme que celle de I. Soit Qj,n{Tn{f)) et Rn{Tn{f)) donns par 
le lemme VB2 appliqu /„, ce sont des Iments de QRHcvg d'aprs la partie analytique 
de l'algorithme. Or chaque coefHcient de la srie de J2Qj.ni^n{f))i9j — Tnigj)) est 
un o(a;"), donc par l'unicit de la division, Tn{Qj{Tn{f))) = ïxiQ 3 n{Tn{f))) et 
r„(iî(r„(/)))=j^(iî„(r„ (/))). □ 

D'aprs [B-M], une consquence de ce thorme est le thorme des fonctions implicites 
pour les applications rgulires dans la coordonne v. Une autre consquence est 

Thorme VB4 (thorme d'inversion). Soit f ^ x(l + 0{x)) G QRn{x,a). Il 

existe un unique g — y{l + 0{y)) € QRTi.{y, a) qui inverse f . 

Preuve. Posons / = x{l + F) avec F G QRH. Il existe un unique inverse en 
classe C^. Cherchons G G QRH tel que g = y{l + G) soit un inverse. La condition 
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f o g = Id donne l'quation G + (1 + G)F{y{l + G),a) =0 qui est analytique en G 
et rgulire d'ordre 1. Le thorme des fonctions implicites permet de conclure. □ 
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